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Àííîòàöèÿ

Óðàâíåíèå n-ñèìïëåêñà (n-SE) áûëî ââåäåíî À. Á. Çàìîëîä÷èêîâûì êàê

îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, ÿâëÿþùåãîñÿ, â ýòèõ òåðìèíàõ,

óðàâíåíèåì 2-ñèìïëåêñà. Â äàííîé ñòàòüå ìû ïðåäëàãàåì íåêîòîðûå

îáùèå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé óðàâíåíèé n-ñèìïëåêñîâ, îïèñû-

âàåì íåêîòîðûå òèïû ðåøåíèé, ââîäèì îïåðàöèþ, êîòîðàÿ, ïðè íåêîòî-

ðûõ óñëîâèÿõ, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðåøåíèå (n+m+k)-SE èç ðåøåíèé

(n + k)-SE è (m + k)-SE. Ìû ðàññìàòðèâàåì òðîïèêàëèçàöèþ ðàöèî-

íàëüíûõ ðåøåíèé è îáñóæäàåì ñïîñîáû å¼ îáîáùåíèÿ. Ìû äîêàçûâàåì,

÷òî åñëè G � ðàñøèðåíèå ãðóïïû H ãðóïïîé K, òî ìû ìîæåì íàéòè

ðåøåíèå n-SE íà G ïî ðåøåíèÿì ýòîãî óðàâíåíèÿ íà H è K. Òàêæå, ìû

íàõîäèì ðåøåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà H ñ

ïàðàìåòðàìè èç K. Äëÿ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ 3-ñèìïëåêñà íàìè ââåäåíû

àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñ òåðíàðíûìè îïåðàöèÿìè è ïðèâåäåíû ïðèìå-

ðû ýòèõ ñèñòåì, äàþùèå ðåøåíèÿ 3-SE. Ìû íàõîäèì âñå ýëåìåíòàðíûå

âåðáàëüíûå ðåøåíèÿ 3-SE íà ñâîáîäíîé ãðóïïå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà, óðàâíåíèå òåòðàýäðà, óðàâíåíèå n-

ñèìïëåêñà, òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ðåøåíèå, ãðóïïîèä, 2-ãðóïïîèä,

òåðíàð, òåðíîèä, ðàñøèðåíèå ãðóïï, ãðóïïà âèðòóàëüíûõ êîñ.

Èñòî÷íèê �èíàíñèðîâàíèÿ

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îá-
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Abstrat

The n-simplex equation (n-SE) was introdued by A. B. Zamolodhikov

as a generalization of the Yang-Baxter equation, whih is, in these terms,

a 2-simplex equation. In this artile we propose some general approahes

to onstruting solutions to equations of n-simplies, desribe some types

of solutions, and introdue an operation that, under ertain onditions,

allows us to onstrut a solution (n + m + k)-SE from solutions (n + k)-

SE and (m + k)-SE. We onsider tropialization of rational deisions and

disuss ways to generalize it. We prove that if G is an extension of H by

K, then we an �nd a solution of n-SE on G from the solutions of this

equation on H and K. Also, we �nd solutions to the parametri Yang-

Baxter equation on H with parameters from K. To study the 3-simplex

equation, we introdued algebrai systems with ternary operations and gave

examples of these systems that give 3-SE solutions. We �nd all elementary

verbal solutions of 3-SE on a free group.

Keywords
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virtual braid group.
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�åøåíèåì êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà (YBE) íàçûâàþò ëè-

íåéíîå îòîáðàæåíèå R : V ⊗ V → V ⊗ V óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó

R12R13R23 = R23R13R12, (1.0.1)
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ãäå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è êàæäàÿ �óíêöèÿ Rij : V ⊗V ⊗V → V ⊗
V ⊗V äåéñòâóåò êàê R íà i-îé è j-îé êîìïîíåíòàõ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
è òîæäåñòâåííî íà îñòàâøåéñÿ êîìïîíåíòå. Â. Ì. Áóõøòàáåð [1℄ íàçûâàë

îòîáðàæåíåèí R, óäîâëåòâîðÿþùåå YBE, îòîáðàæåíèåì ßíãà-Áàêñòåðà.

Óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà, òàêæå íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì òðåóãîëüíè-

êà èëè óðàâíåíèåì 2-ñèìïëåêñà, � îäíî èç îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè-

÷åñêîé �èçèêè è ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè. Îíî ëåæèò â îñíîâàíèÿõ òåîðèè

êâàíòîâûõ ãðóïï, òåîðèè ðàçðåøèìûõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè,

òåîðèè óçëîâ è òåîðèè ãðóïï êîñ. Âïåðâûå, YBE ïîÿâèëîñü â ðàáîòå ×. ßí-

ãà [2℄ î çàäà÷àõ ìíîãèõ òåë. Ïîçæå �. Ä. Áàêñòåð [3℄ ââ¼ë ýòî óðàâíåíèå äëÿ

èçó÷åíèÿ ðàçðåøèìûõ âåðøèííûõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, êàê

óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ ìàòðèö ïåðåõîäà. Äðóãîå ïîÿâëåíèå YBE ïðîèñ-

õîäèò ïðè ðàçëîæåíèè S-ìàòðèö â 1+1-ìåðíîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ (ñì.
ðàáîòû À. Á. Çàìîëîä÷èêîâà [4, 5℄). Òàêæå YBE èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü â

êâàíòîâîì ìåòîäå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì [6, 7℄.

Óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå èç n6
êóáè÷åñêèõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò n4
íåèçâåñòíûõ, ãäå n = dimV . Òî åñòü äàæå â

äâóìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ 64 óðàâíåíèÿ îò 16 íåèçâåñòíûõ. Â [8℄ (ñì.

òàêæå [9℄) ïîëíîå îïèñàíèå ðåøåíèé YBE äëÿ n = 2.

Â. �. Äðèí�èëä [10℄ ïðåäëîæèë èññëåäîâàòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå

ðåøåíèÿ, ò.å. ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ V ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì X , è R �

ëèíåéíûé îïåðàòîð èíäóöèðîâàííûé ïðåîáðàçîâàíèåì R : X×X → X×X .

Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå ïàðû (X,R) òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè ðåøå-

íèÿìè óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà èëè ïðîñòî ðåøåíèÿìè YBE. Òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííûå ðåøåíèÿ èìåþò ñâÿçü ñ ãðóïïàìè I-òèïà, ãðóïïàìè Áèáåð-

áàõà, áèåêòèâíûìè 1-êîöèêëàìè, òåîðèåé �àðñàèäà è ò. ä. Èíâîëþòèâíûå

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ðåøåíèÿ YBE èçó÷àëèñü â [11℄.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî X îòîáðàæåíèå P (x, y) = (y, x) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì YBE. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè R� ðåøåíèå YBE, òî îòîáðàæåíèå

S = PR óäîâëåòâîðÿåò êîñîâñêîìó ñîîòíîøåíèþ

(S × id)(id× S)(S × id) = (id× S)(S × id)(id× S).

Êîñîâñêîå ñîîòíîøåíèå - ýòî ñîîòíîøåíèå â ãðóïïå êîñ Bn. Òîïîëîãè÷å-

ñêè, êîñîâñêîå ñîîòíîøåíèå - ýòî òðåòüå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà ïëàíàð-

íûõ äèàãðàìì çàöåïëåíèé. Â 1980-ûõ, Ä. Äæîéñ [12℄ è Ñ. Â. Ìàòâååâ [13℄

ââåëè êâàíäëû êàê èíâàðèàíòû óçëîâ è çàöåïëåíèé è äîêàçàëè, ÷òî ëþ-

áîé êâàíäë äà¼ò ýëåìåíòàðíîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ðåøåíèå êîñîâ-

ñêîãî óðàâíåíèÿ. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ ßíãà-

Áàêñòåðà è êîñîâñêîãî óðàâíåíèÿ ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ñòàòåé, íàïðèìåð

[1, 14, 15℄.
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Â [16℄ áûëè ïîñòðîåííû ðåøåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî YBE. Â [17℄ áûë

ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåøåíèé YBE

èç íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ Ëàêñà.

Â 2006ã. Â. �àìï ââ¼ë [18, 19℄ áðåéñû äëÿ èçó÷åíèÿ èíâîëþòèâíûõ

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, äî ýòîãî òå

æå ñàìûå àëãåáðàè÷åñêèå îáúåêòû ðàññìàòðèâàëèñü À. �. Êóðîøåì [20℄ â

1970-ûõ. Â 2014ã. ýòî ïîíÿòèå áûëî ïåðå�îðìóëèðîâàííî Ô. ×åäî, Ý. Éåñ-

ïåðñîì è ß. Îêíèíñêèì â [21℄. Â 2017ã. Ë. �óàðíèåðè è Ë. Âåíäðàìèí

îïðåäåëèëè [22℄ êîñûå ëåâûå áðåéñû äàþùèå, íåèíâîëþòèâíûå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà.

�åøåíèå óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà R(x, y) = (σy(x), τx(y)) íàçûâàþò
íåâàðîæäåííûì, åñëè σx è τx îáðàòèìû äëÿ âñåõ x ∈ X . Îíî íàçûâàåòñÿ

ñâîáîäíûì îò êâàäðàòîâ åñëè R(x, x) = (x, x) äëÿ âñåõ x ∈ X . �åøåíèå

R(x, y) = (σy(x), τx(y)) îïðåäåëÿåò 2-ãðóïïîèä (X ; ·, ∗) � ìíîæåñòâî ñ äâó-

ìÿ áèíàðíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè ·, ∗ : X × X → X , òàê ÷òî

x · y = σy(x) è y ∗ x = τx(y). Åñëè σy = id ïðè âñåõ y ∈ X èëè τx = id ïðè

âñåõ x ∈ X , òî ðåøåíèå (X,R) íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûì. Ëþáîå ýëåìåíòàð-
íîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ñàìîäèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä X . Åñëè ýëåìåí-

òàðíîå ðåøåíèå íåâûðîæäåííî, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ãðóïïîèä � ðýê. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé ñàìîäèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä äà¼ò ðåøåíèå YBE

è ëþáîé ðýê äà¼ò íåâûðîæäåííîå ðåøåíèå YBE. Ëþáîé êâàíäë îïðåäåëÿåò

íåâûðîæäåííîå, ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ ðåøåíèå YBE.

Óðàâíåíèå 3-ñèìïëåêñà èëè óðàâíåíèå òåòðàýäðà (TE) áûëî ââåäåíî

À. Á. Çàìîëîä÷èêîâûì [4, 5℄ êàê òð¼õìåðíîå îáîáùåíèå YBE. Óðàâíåíèå

òåòðàýäðà - ýòî íåëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå â V ⊗6
íà ýíäîìîð�èçì R : V ⊗3 →

V ⊗3
:

R123R145R246R356 = R356R246R145R123,

ãäå èíäåêñû ó îïåðàòîðà Rijk îáîçíà÷àþò ýêçåìïëÿðû V â òåíçîðíîì ïðî-

èçâåäåíèè íà êîòîðûõ îïåðàòîð äåéñòâóåò êàê R, íà îñòàëüíûõ ýêçåìïëÿ-
ðàõ îí äåéñòâóåò òîæäåñòâíåííî. Óðàâíåíèå òåòðàýäðà øèðîêî èçâåñò-

íî â òåîðèè ýëåòðè÷åñêèõ ñåòåé. Â ÷àñòíîñòè, çíàìåíèòîå ïðåîáðàçîâà-

íèå `çâåçäà-òðåóãîëüíèê' äà¼ò ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåòðàýä-

ðà. Òàêæå, TE èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè äâóìåðíûõ óçëîâ â ÷åòûð¼õìåðíîé

ñ�åðå [23℄. Îíî ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì àíàëîãîì òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäå-

ìåéñòåðà â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óçëîâ. Óðàâíåíèå òåòðàýäðà âîçíèêàåò â

çàäà÷å î ðàñêðàñêå 2-ãðàíåé â 4-êóáå ýëåìåíòàìè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X
(ñì. [24℄).

Óæå èçâåñòíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåòðàýäðà. Íàïðèìåð, ß.

Õèåòàðèíòà [25℄ ðàññìîòðåë ìíîæåñòâî Zd öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ d â êà-
÷åñòâå X è èçó÷èë ëèíåéíûå è à��èííûå îòîáðàæåíèÿ Xn → Xn

äàþùèå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà äëÿ n = 2, 3, 4. Â [26℄ îïèñàíû ëèíåéíûå
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ðåøåíèÿ TE.

Óðàâíåíèå n-ñèìïëåêñà - ýòî îáîáùåíèå YBE è TE. Îíî áûëî ââåäå-

íî â [27℄ è èçó÷àëîñü â [28℄, [29℄, [25℄, [30℄, [31℄, [32℄. Â äàííîé ñòàòüå ìû

ïðåäëàãàåì íåêîòîðûå îáùèå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé óðàâíåíèé

n-ñèìïëåêñîâ, îïèñûâàåì íåêîòîðûå òèïû ðåøåíèé, ââîäèì îïåðàöèþ, êî-

òîðàÿ, ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðåøåíèå (n+m+k)-
SE èç ðåøåíèé (n+k)-SE è (m+k)-SE. Ìû ðàññìàòðèâàåì òðîïèêàëèçàöèþ

ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé è îáñóæäàåì ñïîñîáû å¼ îáîáùåíèÿ. Ìû äîêàçû-

âàåì, ÷òî åñëè G � ðàñøèðåíèå ãðóïïû H ãðóïïîé K, òî ìû ìîæåì íàéòè

ðåøåíèå n-SE íà G ïî ðåøåíèÿì ýòîãî óðàâíåíèÿ íà H è K. Òàêæå, ìû

íàõîäèì ðåøåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà H ñ ïà-

ðàìåòðàìè èç K. Äëÿ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ 3-ñèìïëåêñà ìû ââîäèì àëãåá-

ðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñ òåðíàðíûìè îïåðàöèÿìè è ïðèâîäèì ïðèìåðû ýòèõ

ñèñòåì, äàþùèå ðåøåíèÿ 3-SE. Ìû íàõîäèì ýëåìåíòàðíûå âåðáàëüíûå ðå-

øåíèÿ 3-SE íà ñâîáîäíîé ãðóïïå.

Ýòà ñòàòüÿ óñòðîåííà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå , ìû íàïîìèíà-

åì ñâÿçü ìåæäó òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ßíãà-

Áàêñòåðà è íåêîòîðûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (ñàìîäèñòðèáóòèâ-

íûìè ãðóïïîèäàìè, ðýêàìè, êâàíäëàìè). Ìû �îðìóëèðóåì óñëîâèÿ ïðè

êîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè äà¼ò

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ðåøåíèå YBE. Ìû íàïîìèíàåì îïðåäåëåíèÿ è

íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãðóïï êîñ è âèðòóàëüíûõ ãðóïï êîñ.

Â ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâëÿåì îáùèé âèä óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà, îïèñû-
âàåì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé çàïèñàòü óðàâíåíèå n-ñèìïëåêñà äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî n ≥ 2 è �îðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû îá îáùèõ ðåøåíèÿõ. Ìû òàêæå

äà¼ì îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîãî n-SE àíàëîãè÷íîå êëàññè÷åñêîìó YBE.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè (X,R) � ðåøåíèå YBE è P12(x, y) = (y, x), òî
P12RP12 òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì YBE. Â Ïðåäëîæåíèè 4.11 ìû äîêàçû-

âàåì àíàëîãè÷íûé �àêò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà: ìû
ñòðîèì ïåðåñòàíîâêó P , òàêóþ, ÷òî PRP óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ n-SE.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî k ìû îïðåäåëÿåì k-àìàëüãàìó ðåøåíèé

(n + k)-SE è (m + k)-SE è íàõîäèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (Òåîðåìà 4.14))

äëÿ òîãî, ÷òîáû k-àìàëüãàìà áûëà ðåøåíèåì (n+m+ k)-SE. Äàëåå ìû

ïðèìåíÿåì ýòó òåîðåìó ê ëèíåéíûì ðåøåíèÿì.

Â Ïðåäëîæåíèè 4.23 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî 0-àìàëüãàìà ëèíåéíûõ ðå-

øåíèé n-SE è m-SE äàåò ðåøåíèå (n+m)-SE. Åñëè äëÿ íèõ îïðåäåëåíà

1-àìàëüãàìà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (n +m− 1)-SE. Òàêæå ìû ïîêàçû-

âàåì, ÷òî åñëè ó ðåøåíèÿ n-SE åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, òî ñïåöèàëèçàöèÿ

ðåøåíèÿ â ýòîé òî÷êå äàåò ðåøåíèå (n− 1)-SE.

Â ðàçäåëå 4.26 ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðûé êëàññ ðàöèîíàëüíûõ ðå-
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øåíèé n-SE è îïðåäåëÿåì èõ òðîïèêàëèçàöèþ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî òðî-

ïèêàëèçàöèÿ ðåøåíèé èç ýòîãî êëàññà ïðèâîäèò íàñ ê êóñî÷íî-ëèíåéíûì

ðåøåíèÿì n-SE. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíîå ðåøåíèå TE èç ýëåê-

òðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå ìû îáîáùàåì ïðîöåäóðó òðîïèêàëèçàöèè íà

äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû. Êàê ïðèìåð ýòîãî îáîáùåíèÿ, ìû ñòðî-

èì ãîìîìîð�èçì h : R → D′[Rm] èç ïîëÿ R â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

D′[Rm] îáîáùåííûõ �óíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà R
m
ñ îïåðàöèÿ-

ìè ñëîæåíèÿ è ñâåðòêè. Ýòîò ãîìîìîð�èçì ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðåøåíèÿ

(D′[Rm], Rh) óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà èç ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ íàä R.

Â ðàçäåëå 4.26 ìû ðàññìàòðèâàåì ðàñøèðåíèÿ ãðóïï. Ìû ïîêàçûâà-

åì, ÷òî åñëè G � ãðóïïà, H � å¼ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà è íà G ìîæíî

îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó ñàìîäèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà, òî, ïðè íåêîòîðûõ

óñëîâèÿõ íà G/H , ìîæíî îïðåäåëèòü ðåøåíèå YBE íà H  ïàðàìåòðàìè â

G/H . Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæíî ñäåëàòü êîãäà K � òðèâèàëüíûé ñàìîäèñ-

òðèáóòèâíûé ãðóïïîèä. Ìû îáîáùàåì ýòè ðåçóëüòàòû íà ïðîèçâîëüíîå

n-SE. Â ïîäðàçäåëå 4.26, èñïîëüçóÿ óæå èçâåñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû

âèðòóàëüíûõ êîñ, ìû ñòðîèò äâà òèïà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà

 ïàðàìåòðàìè â àáåëåâîé ãðóïïå (6.50). Äàëåå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ðàñøèðåíèÿ G ãðóïïû H ñ ïîìîùüþ ãðóïïû K, è ðåøå-

íèé (H,R) è (K, T ) óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà, ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì

îïðåäåëèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà íà G.

Â ðàçäåëå 4.26 ìû ðàññìàòðèâàåì êàòåãîðèþ ðåøåíèé n-SE è äîêàçû-

âàåì, ÷òî ïðåäåë ðåøåíèé â ýòîé êàòåãîðèè òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Â

÷àñòíîñòè (Ñëåäñòâèå 8.56) ïàðà ðåøåíèé (Zpk , Rk), k = 1, 2, . . ., óðàâíåíèÿ
n-ñèìïëåêñà, ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ äàåò ðåøåíèå n-SE íà p-àäè÷åñêèõ
÷èñëàõ.

Â ðàçäåëå 4.26 ïî àíàëîãèè ñ ðýêàìè, áè-ðýêàìè, êîñûìè áðåéñàìè, ââå-

ä¼ííûìè äëÿ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, ìû ââîäèì òåðíàðû è

3-òåðíîèäû � àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñ îäíîé è òðåìÿ òåðíàðíûìè îïå-

ðàöèÿìè, ñîîòâåòñâåííî. Ìû ïîêàçûâàåì êàê îíè ñâÿçàííû ñ ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèÿ òåòðàýäðà (ñì. Ïðåäëîæåíèå 9.58 è ñëåäñòâèÿ). Òàêæå ìû ââî-

äèì àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ÷åòûðåìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè è ïîêà-

çûâàåì â Ïðåäëîæåíèÿõ 9.63 è 9.67 èõ ñâÿçü ñ ýëåìåíòàðíûìè ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèÿ òåòðàýäðà.

Â ðàçäåëå 4.26 ìû îïðåäåëÿåì âåðáàëüíûå ðåøåíèÿ. Ìû îïèñûâàåì

âñå ýëåìåíòàðíûå âåðáàëüíûå ðåøåíèÿ TE, îïðåäåë¼ííûå íà ñâîáîäíûõ

íåàáåëåâûõ ãðóïïàõ.

Â ñòàòüå ñ�îðìóëèðîâàííû íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû äëÿ äàëüíåé-

øåãî èçó÷åíèÿ.

Âåçäå â ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè G � ãðóï-
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ïà è a, b ∈ G, òîãäà ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç ab = b−1ab ñîïðÿæåíèå a ñ ïîìî-
ùüþ b è ÷åðåç [a, b] = a−1b−1ab êîììóòàòîð a è b. Òàêæå, ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî êîìïîçèöèÿ äåéñòâóåò ñïðàâà íàëåâî, ò.å. åñëè f, g : X → X , òî èõ êîì-

ïîçèöèÿ fg äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó (fg)(x) = f(g(x)).

� 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàïîìíèì îñíîâíûå íåîáõîäèìûå �àêòû îá óðàâíå-

íèè ßíãà-Áàêñòåðà. Îïèøåì ñâÿçü åãî ðåøåíèé ñ ãðóïïàìè êëàññè÷åñêèõ

è âèðòóàëüíûõ êîñ, à òàêæå  íåêîòîðûìè ãðóïïîèäàìè (ðýêàìè, êâàíä-

ëàìè), ïðèâåäåì ïðèìåðû òàêèõ ðåøåíèé.

2.1. Óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà è ðýêè.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è çàäàíû îòîáðàæåíèÿ

f, g : X2 → X . Îòîáðàæåíèå R : X2 → X2
, R(x, y) = (f(x, y), g(x, y))

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì YBE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

f(f(x, y), z) = f(f(x, g(y, z)), f(y, z)),

f(g(x, y), g(f(x, y), z)) = g(f(x, g(y, z)), f(y, z)),

g(g(x, y), g(f(x, y), z)) = g(x, g(y, z)).

Ïðèìåð 2.2.

1. Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà è a, b ∈ A, òîãäà

R(x, y) = (x+ a, y + b), x, y ∈ A,

ðåøåíèå YBE íà A.

2. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G îòîáðàæåíèå

R(x, y) = (xy2, xy−1x−1), x, y ∈ G,

ðåøåíèå YBE íà G.

3. Ïóñòü G � ãðóïïà, à ϕ ∈ Aut(G) å¼ àâòîìîð�èçì, òîãäà îòîáðàæåíèå
R(x, y)

R(x, y) = (ϕ(x), xyϕ(x)−1), x, y ∈ G,

ðåøåíèå YBE íà G.
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�ðóïïîèäîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñ îäíîé áèíàðíîé îïå-

ðàöèåé. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî k > 1 îïðåäåëèì k-ãðóïïîèä êàê

íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñ k áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè. Ïóñòü (X,R) òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîå ðåøåíèå YBE è R(x, y) = (σy(x), τx(y)), ãäå x, y ∈ X . Ìû

áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèå R íåâûðîæäåííûì åñëè σx è τx îáðàòèìû äëÿ

âñåõ x ∈ X . Ìû áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèå R ñâîáîäíûì îò êâàäðàòîâ åñëè

R(x, x) = (x, x) äëÿ âñåõ x ∈ X .

Êâàíäëîì íàçûâàåòñÿ ãðóïïîèä Q ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé (x, y) 7→ x ∗ y
óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì àêñèîìàì

(Q1) x ∗ x = x äëÿ âñåõ x ∈ Q,

(Q2) Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé z ∈ Q òàêîé, ÷òî

x = z ∗ y,

(Q3) (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ Q.

�ðóïïîèä íàçûâàåòñÿ ñàìîäèñòðèáóòèâíûì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò

àêñèîìå (Q3).

�ýêîì íàçûâàåòñÿ ãðóïïîèä óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìàì (Q2) è (Q3).

Ïðèìåð 2.3.

1. Ïóñòü G � ãðóïïà, òîãäà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ a ∗ b = b−1ab íà íîñèòå-
ëå G îáðàçóåò êâàíäë Conj(G) íàçûâàþùèéñÿ êâàíäëîì ñîïðÿæåíèÿ

ãðóïïû G.

2. �ðóïïàG ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé a∗b = ba−1b îáðàçóåò êâàíäë Core(G),
íàçûâàþùèéñÿ îñíîâíûì êâàíäëîì ãðóïïû G. Â ñëó÷àå G = Z/nZ,
ýòîò êâàíäë íàçûâàåòñÿ äèýäðàëüíûì è îáîçíà÷àåòñÿ Rn.

3. Ïóñòü G � ãðóïïà è φ ∈ Aut(G). Òîãäà G ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé

a ∗ b = φ(ab−1)b îáðàçóåò îáîáùåííûé êâàíäë Àëåêñàíäåðà Alex(G, φ)
ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî φ.

Êâàíäë Q íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì åñëè x∗y = x äëÿ âñåõ x, y ∈ Q. Â
îòëè÷èå îò ãðóïï, òðèâèàëüíûé êâàíäë ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ. Áóäåì îáîçíà÷àòü òðèâèàëüíûé êâàíäë íà n ýëåìåíòàõ Tn, à

ïðîèçâîëüíûé òðèâèàëüíûé êâàíäë áóäåì îáîçíà÷àòü T.

Çàìåòèì, ÷òî àêñèîìû (Q2), (Q3) ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî îòîáðàæåíèå

Sx : Q → Q, îïðåäåëåííîå �îðìóëîé

Sx(y) = y ∗ x
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ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì Q äëÿ âñåõ x ∈ Q. Àâòîìîð�èçìû òàêîãî âè-

äà íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè è îáðàçóþò ãðóïïó Inn(X). Êâàíäë íàçûâà-

åòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ãðóïïà åãî âíóòðåííèõ àâòîìîð�èçìîâ äåéñòâóåò íà

íåì òðàíçèòèâíî. Íàïðèìåð, äèýäðàëüíûå êâàíäëû Rn ñâÿçíû, åñëè n �

íå÷åòíîå, è íåñâÿçíû åñëè n � ÷åòíîå ÷èñëî. Êâàíäë X íàçûâàåòñÿ èíâî-

ëþòèâíûì åñëè S2
x = idQ äëÿ âñåõ x ∈ Q. Íàïðèìåð, âñå îñíîâíûå êâàíäëû

èíâîëþòèâíû.

Äëÿ ðåøåíèÿ (X,R), R(x, y) = (σy(x), τx(y)), ìîæíî îïðåäåëèòü 2-ãðóï-
ïîèä (X, ·, ∗) ñ îïåðàöèÿìè x · y = σy(x) è y ∗ x = τx(y). Åñëè σy = id äëÿ

âñåõ y ∈ X èëè τx = id äëÿ âñåõ x ∈ X , òîãäà ðåøåíèå (X,R) íàçûâà-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûì. Âñÿêîå ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó

ñàìîäèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà íà X . Åñëè ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå íåâû-

ðîæäåííî, òî îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì ãðóïïîèä ÿâëÿåòñÿ ðýêîì. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé ñàìîäèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä îïðåäåëÿåò ýëåìåí-

òàðíîå ðåøåíèå YBE, à ëþáîé ðýê îïðåäåëÿåò íåâûðîæäåííîå ðåøåíèå

YBE. Àíàëîãè÷íî, êâàíäë îïðåäåëÿåò íåâûðîæäåííîå ðåøåíèå YBE, ñâî-

áîäíîå îò êâàäðàòîâ.

Èç Ëåììû 2.1 ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùóþ ëåììó, êîòîðàÿ óñòàíàâëè-

âàåò ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè è 2-ãðóïïîèäàìè.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü (X, ·, ∗) � 2-ãðóïïîèä è R : X × X → X × X
îïðåäåëåííî êàê

R(x, y) = (x · y, y ∗ x) ãäå x, y ∈ X.

Òîãäà

1. Ïàðà (X,R) ÿâëÿåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì ðåøåíèåì YBE åñëè

è òîëüêî åñëè óðàâíåíèÿ

(x · y) · z = (x · (z ∗ y)) · (y · z),

(y ∗ x) · (z ∗ (x · y)) = (y · z) ∗ (x · (z ∗ y)),

(z ∗ (x · y)) ∗ (y ∗ x) = (z ∗ y) ∗ x,

âûïîëíåíû äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X .

2. Åñëè x · y = y äëÿ âñåõ x, y ∈ X , òîãäà (X,R) � òåîðåòèêî - ìíîæåñ-

òâåííîå ðåøåíèå YBE åñëè è òîëüêî åñëè îïåðàöèÿ ∗ ñàìîäèñòðèáó-
òèâíà, ò.å.

(z ∗ x) ∗ (y ∗ x) = (z ∗ y) ∗ x

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X .
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3. Åñëè y ∗ x = y äëÿ âñåõ x, y ∈ X , òîãäà (X,R) � òåîðåòèêî - ìíîæå-

ñòâåííîå ðåøåíèå YBE åñëè è òîëüêî åñëè îïåðàöèÿ · ñàìîäèñòðèáó-
òèâíà, ò.å.

(z · y) · x = (z · x) · (y · x)

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X .

Ïðèìåð 2.5. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R áèíàð-

íóþ îïåðàöèþ

a ∗ b = max{a, b}, a, b ∈ R.

Òîãäà (R, ∗) îáðàçóåò ñàìîäèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä. Îí íå ÿâëÿåòñÿ ðýêîì,
íî ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì ãðóïïîèäîì, à ëþáîé ýëåìåíò a ∈ R ÿâëÿåòñÿ

èäåìïîòåíòîì, ò.å. a ∗ a = a. Îòîáðàæåíèå R(x, y) = (x, y ∗ x) äàåò âû-

ðîæäåííîå ðåøåíèå YBE íà R. Åñëè âìåñòî max â ïðèìåðå âçÿòü min ìû

ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò.

À. Ñîëîâüåâ [33, Theorem 2.3℄ (ñì. òàêæå L. Guarnieri, L. Vendramin [22,

Proposition 3.7℄ è D. Bahiller [34, Proposition 5.2℄) ïîêàçàë, ÷òî ëþáîå íåâû-

ðîæäåííîå ðåøåíèå YBE ñîïðÿæåíî ýëåìåíòàðíîìó ðåøåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Åñëè R(x, y) = (σy(x), τx(y)), x, y ∈ X , ÿâëÿåòñÿ

íåâûðîæäåííûì ñëåâà (ò.å. σy áèåêöèÿ äëÿ âñåõ y ∈ X) ðåøåíèåì YBE,

òîãäà îíî ñîïðÿæåíî ýëåìåíòàðíîìó ðåøåíèþ:

R′(x, y) = (σx(τσ−1
y (x)(y)), y).

Åñëè äëÿ âñåõ a, b ∈ X ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîé, ÷òî

τσ−1
x (a)(x) = σ−1

a (b), (2.1.2)

òîãäà ýòî ðåøåíèå íåâûðîæäåíî.

2.2. �ðóïïà êîñ è ãðóïïà âèðòóàëüíûõ êîñ.

Äëÿ n ≥ 2 ãðóïïà êîñ Bn íà n íèòÿõ çàäà¼òñÿ ïîðîæäàþùèìè σ1, σ2, . . .
. . . , σn−1 è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2, (2.2.3)

σiσj = σjσi, |i− j| ≥ 2. (2.2.4)

�ðóïïà âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn íà n íèòÿõ, áûëà ââåäåííàÿ â [35℄. Ýòà

ãðóïïà çàäàííà ïîðîæäàþùèìè σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1 è îïðåäåëÿ-
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þùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ãðóïïû êîñ (2.2.3)�(2.2.4), à òàêæå äîïîëíèòåëü-

íûìè ñîîòíîøåíèÿìè

ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2, (2.2.5)

ρiρj = ρjρi, |i− j| ≥ 2, (2.2.6)

ρ2i = 1, i = 1, 2, . . . , n− 1, (2.2.7)

σiρj = ρjσi, |i− j| ≥ 1, (2.2.8)

ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2. (2.2.9)

Ýëåìåíòû σ1, σ2, . . . , σn−1 ïîðîæäàþò ïîäãðóïïó, èçîìîð�íóþ Bn. Ñîîòíî-

øåíèÿ

(2.2.5)�(2.2.7) � ýòî îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû

Sn. Ýëåìåíòû ρ1, ρ2, . . . , ρn−1 ïîðîæäàþò Sn. Òàêèì îáðàçîì V Bn ïîðîæ-

äåíà ãðóïïîé êîñ Bn è ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé Sn. Ñîîòíîøåíèÿ (2.2.8)�

(2.2.9) íàçûâàþòñÿ ñìåøàííûìè ñîîòíîøåíèÿìè ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ.

� 3. Êâàíòîâîå è êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà

3.1. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå n-ñèìïëåêñà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïè-

ñàòü êâàíòîâîå óðàâíåíèå n-èìïëåêñà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n, ìû íàïîìíèì

ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïåðåòàöèþ óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà. �àññìîòðèì

òðîéêó ïðÿìûõ l1, l2, l3 íà ïëîñêîñòè R
2
. Ïðÿìàÿ l1 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ l2

â òî÷êå R12 è ïðÿìóþ l3 â R13, à ïðÿìàÿ l2 ïåðåñåêàåò l3 â R23. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî âñå òî÷êè R12, R13, and R23 ðàçëè÷íû è ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè

íåâûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà (2-ñèìïëåêñà) (ñì. �èñ. 1).

Ââåäåì ëåêñèêîãðà�è÷åñêèåé ïîðÿäîê íà âåðøèíàõ

R12 < R13 < R23.

Òîãäà YBE � ýòî ðàâåíñòâî ìåæäó ñëîâàìè, ãäå ïåðâîå ïîëó÷àåòñÿ îáõî-

äîì âåðøèí â ñèìïëåêñå ïî âîçðàñòàíèþ, à âòîðîå ïîëó÷àåòñÿ îáõîäîì â

îáðàòíîì ïîðÿäêå.

R12R13R23 = R23R13R12.

×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå òåòðàýäðà (3-SE), óâåëè÷èì èíäåêñû ïðÿ-

ìûõ íà ïëîñêîñòè èç YBE íà 3 è âëîæèì ýòó ïëîñêîñòü â òðåõìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî. Âûáåðåì âåðøèíó, ëåæàùóþ âíå ýòîé ïëîñêîñòè è ñîåäèíèì å¼

ïðÿìûìè l1, l2 è l3 ñ âåðøèíàìè 2-ñèìïëåêñà. Ïðèñâîèì âåðøèíàìè èíäåê-

ñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûì, êîòîðûì âåðøèíû ïðèíàäëåæàò (ñì. �èñ.

2).

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 1, C. 5-72

Mat. Trudy, 2024, vol. 27, no. 1, pp. 5-72



Áàðäàêîâ Â.�., ×óæèíîâ Á.Á., Åìåëüÿíåíêîâ È.À. è äð. 17

�èñ. 1: Íåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ YBE

Óðàâíåíèå òåòðàýäðà � ýòî ðàâåíñòâî ñëîâ, ãäå ïåðâîå ñîñòîèò èç âåð-

øèí, çàïèñàííûõ â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå, à âòîðîå � â îáðàòíîì

ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå, ò.å.

R123R145R246R356 = R356R246R145R123.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ïîäõîä ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå 4-ñèìïëåêñà,

R1234R1567R2589R368,10R479,10 = R479,10R368,10R2589R1567R1234.

Â îáùåì ñëó÷àå, ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè n-SE ñîñòîÿò èç ñëîâ äëèíû n+1
(÷èñëî âåðøèí â n-ñèìïëåêñå).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì äàíî n-SE äëÿ íåêòîðîãî n ≥ 3. Ìû áóäåì

çàïèñûâàòü ýòî óðàâíåíèå â �îðìå

R1R2 · · ·Rn+1 = Rn+1 · · ·R2R1,

ãäå k = (k1, k2, . . . , kn+1) ∈ N
n+1

� ýòî ìóëüòèèíäåêñ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

(n+1)-SE îïðåäåëèì îïåðàöèþ sn : N → N, sn(k) = k+n+1 è ïðîäîëæèì
å¼ íà ìóëüòèèíäåêñû ïî ïðàâèëó

sn(k) = (sn(k1), sn(k2), . . . , sn(kn+1)) ∈ N
n+1.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ, óðàâíåíèå (n + 1)-SE ìîæíî çàïèñàòü, êàê

R1,2,...,n+1R1,sn(1)R2,sn(2) · · ·Rn+1,sn(n+1) =
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�èñ. 2: ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ TE

= Rn+1,sn(n+1) · · ·R2,sn(2)R1,sn(1)R1,2,...,n+1.

Ìóëüòèèíäåêñû â n-SE ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ñòîëáöû â ìàòðèöå

ìóëüòèèíäåêñîâ MIn ðàçìåðà (n + 1) × n, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-

þùåìó ðåêóðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ.

MIn =




1 2 3 · · · n
1
2
.

.

. MIn−1 + (n)
n− 1
n




ãäå (n) � ýòî ìàòðèöà ðàçìåðà n× n− 1, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû n.
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Ìàòðèöó MIn ìîæíî âûïèñàòü ÿâíî




1 2 3 · · · n
1 n+ 1 n+ 2 · · · 2n− 1
2 n+ 1 2n · · · 3n− 3
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

n− 1 2n− 2 3n− 4 · · · n(n+1)
2

n 2n− 1 3n− 3 · · · n(n+1)
2




.

Ëèíåéíîå ðåøåíèå n-SE � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå R : V ⊗n → V ⊗n

òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

R1R2 · · ·Rn+1 = Rn+1 · · ·R2R1,

äâóõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé V ⊗N → V ⊗N
, ãäå N = n(n + 1)/2. Â äàííîì

óðàâíåíèè Rk : V ⊗N → V ⊗N
äåéñòâóåò, êàê R íà êîïèÿõ V ñ èíäåêñàìè

èç k, è òîæäåñòâåííî íà îñòàëüíûõ êîìïîíåíòàõ. Çäåñü n + 1 ñîâïàäàåò ñ
÷èñëîì âåðøèí â n-èìïëåêñå, à N ñ ÷èñëîì åãî ðåáåð.

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ðåøåíèå n-SE íà ìíîæåñòâå X � ýòî îòîá-

ðàæåíèå R : Xn → Xn
óäîâëåòâîðÿþùåå n-SE.

Äëÿ óäîáñòâà îïðåäåëèì óðàâíåíèå 1-ñèìïëåêñà

R1R2 = R2R1,

êàê ðàâåíñòâî ïàðû îòîáðàæåíèé X × X → X × X. Â òàêîì ñëó÷àå R �

ýòî îòîáðàæåíèå R : X → X .

Ëþáîå îòîáðàæíèå R : X → X ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 1 - ñèì-

ïëåêñà, ò.ê.

R1(x, y) = (R(x), y), R2(x, y) = (x,R(y)),

R1R2(x, y) = R2R1(x, y) = (R(x), R(y)).

3.2. Êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå n-ñèìïëåêñà.
Óðàâíåíèå

R12R13R23 = R23R13R12

íàçûâàåòñÿ êâàíòîâûì óðàâíåíèåì ßíãà-Áàêñòåðà. Íàðÿäó ñ êâàíòîâûì

óðàâíåíèåì ßíãà-Áàêñòåðà òàêæå ðàññìàòðèâàþò êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå

ßíãà-Áàêñòåðà(ñì. [36℄):

[r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23] = 0,

ãäå [a, b] = ab− ba.
Åñëè (V,R) ëèíåéíîå ðåøåíèå, è R ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

R = 1 + ~r +O(~2),
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òîãäà r : V → V äàåò ðåøåíèå êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà.

Îïðåäåëèì êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå n-ñèìïëåêñà êàê
∑

1≤i<j≤n+1

[ri, rj] = 0, (3.2.10)

ãäå ñóììà áåð¼òñÿ îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðà�è÷åñêîãî ïîðÿäêà íà ìóëüòè-

èíäåêñàõ. Ýòî îïðåäåëåíèå îáóñëîâëåííî ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì, ïðî-

âåðÿåìûì ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Åñëè V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, R : V n → V n
�

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, äàþùåå ðåøåíèå n-SE, è ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå
r : V n → V n

òàêîå, ÷òî

R = 1 + ~r +O(~2),

òî r óäîâëåòîâðÿåò óðàâíåíèþ 3.2.10.

� 4. �åøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà

Â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òåîðåòèêî - ìíîæå-

ñòâåííûå ðåøåíèÿ. Ìû òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèè R : Xn → Xn

îïðåäåëåííûå òîëüêî íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå D ⊂ Xn
. Â òàêîì ñëó÷àå

ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðó (X,R) ðåøåíèåì n-SE, åñëè n-SE âûïîëíÿåòñÿ â

êàæäîé òî÷êå x̄ ∈ XN
, äëÿ êîòîðîé ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü êîððåêòíî îïðå-

äåëåíû.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì õîðîøî èçâåñòíîãî ðå-

çóëüòàòà äëÿ YBE.

Ïðåäëîæåíèå 4.8. Ïóñòü R : Xn → Xn
� ðåøåíèå n-SE.

1. Åñëè R îáðàòèìî, òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå R−1
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

n-SE.

2. Åñëè ϕ1, ... , ϕn � ïîïàðíî êîììóòèðóþùèå îòîáðàæåíèÿ èç X â X ,

òî R : Xn → Xn
îïðåäåëåííîå �îðìóëîé

R(x1, ... , xn) = (ϕ1(x1), ... , ϕn(xn)),

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì n-SE.

3. Åñëè ϕ ∈ Sym(X) � ïðîèçâîëüíàÿ áèåêöèÿ ìíîæåñòâà X íà ñåáÿ,

òîãäà êîìïîçèöèÿ

ϕ×n R (ϕ−1)×n

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì n-SE.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Îáðàùàÿ îòîáðàæåíèÿ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè

n-SE, ïîëó÷àåì, ÷òî R−1
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì n-SE.

(2) Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âñå îòîáðàæåíèÿ Rı ïîëó÷åííûå èç R ïîïàðíî

êîììóòèðóþò. Òîãäà îòîáðàæåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè n-SE ìîæíî ïåðåñòàâèòü

òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ.

(3) Ïóñòü R̃ = ϕ×nR (ϕ−1)×n
. Òîãäà

R̃k̄ = ϕ×n
k̄

Rk̄ (ϕ
−1)×n

k̄
= ϕ×N Rk̄ (ϕ

−1)×N

Óðàâíåíèå

R̃1R̃2 · · · R̃n+1 = R̃n+1 · · · R̃2R̃1,

ýêâèâàëåíòíî

(
ϕ×N R1̄ (ϕ

−1)×N
) (

ϕ×N R2̄ (ϕ
−1)×N

)
· · ·

(
ϕ×N Rn+1 (ϕ

−1)×N
)
=

=
(
ϕ×N Rn+1 (ϕ

−1)×N
)
· · ·

(
ϕ×N R2̄ (ϕ

−1)×N
) (

ϕ×N R1̄ (ϕ
−1)×N

)
.

Ïîñëå ñîêðàùåíèé ïîëó÷àåì

ϕ×NR1R2 · · ·Rn+1(ϕ
−1)×N = ϕ×NRn+1 · · ·R2R1 (ϕ−1)×N .

Ò.ê. ϕN
� áèåêöèÿ, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî èçíà÷àëüíîìó.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå îáîáùàåò Ïðåäëîæåíèå 2.2 èç [37℄.

Ïðåäëîæåíèå 4.9. Åñëè R � ðåøåíèå n-SE è ϕ ∈ Sym(X) � áèåêöèÿ

òàêàÿ, ÷òî

(ϕ−1)×nRϕ×n = R

òîãäà îòîáðàæåíèå

R̃ = (ϕ× id× ϕ× . . .)R (id× ϕ−1 × id× . . .),

ãäå (ϕ × id × ϕ × . . .) äåéñòâóåò êàê ϕ íà íå÷åòíûõ êîìïîíåíòàõ è êàê id
íà ÷åòíûõ, (id× ϕ−1 × id× . . .) äåéñòâóåò êàê ϕ−1

íà ÷åòíàõ êîìïîíåíòàõ

è êàê id íà íå÷åòíûõ, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì n-SE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

(ϕ× id× ϕ× . . .) = (id× ϕ−1 × id× . . .)ϕ×n,

(id× ϕ−1 × id× . . .) = (ϕ−1)×n (ϕ × id× ϕ × . . .)
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è

RA := R̃ = (ϕ× id× ϕ× . . .)R(id× ϕ−1 × id× . . .) =

= (ϕ× id× ϕ× . . .)
(
(ϕ−1)×nRϕ×n

)
(id× ϕ−1 × id× . . .) =

= (id× ϕ−1 × id× . . .)R(ϕ × id× ϕ × . . .) =: RB.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èíäåêñ â óðàâíåíèè âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî äâà ðàçà.

Åñëè èíäåêñ âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ â ìóëüòèèíäåêñå i íà j-ì ìåñòå, âòîðîé

ðàç îí âñòðåòèòñÿ â óðàâíåíèè â ìóëüòèèíäåêñå j + 1 íà i-ì ìåñòå. Òîãäà,

åñëè çàìåíèòü êàæäîå îòîáðàæåíèå Ri, ãäå i ÷åòíîå íà (RA)i è êàæäîå

îòîáðàæåíèå Ri ãäå i íå÷åòíîå íà (RB)i, òî äëÿ ëþáûõ i è j > i êîìïîíåíòà
ñ èíäåêñîì ij îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé ìåæäó Ri è Rj+1. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè i è j ÷åòíûå èëè íå÷åòíûå îäíîâðåìåííî, òî íà êîìïîíåíòó ij ìåæäó
Ri è Rj+1 äåéñòâóåò id ◦ id, à åñëè i è j èìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü, òî ϕ ◦ϕ−1

èëè ϕ−1 ◦ ϕ. Òàê êàê êàæäûé èíäåêñ â óðàâíåíèè âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî äâà

ðàçà, óðàâíåíèå

(RB)1(RA)2 . . . (R̃)n+1 = (R̃)n+1 . . . (RA)2(RB)1

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ΦR1R2...Rn+1Φ = ΦRn+1...R2R1Φ,

ãäå Φ � ýòî ïîêîìïîíåíòíîå äåéñòâèå ϕ, ϕ−1
èëè id.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè (X,R), ãäå R(x, y) = (x, y ∗x) � ýëåìåí-

òàðíîå ðåøåíèå YBE è P (x, y) = (y, x) äëÿ âñåõ x, y ∈ X , òîãäà

PRP (x, y) = (x ∗ y, y)

ýëåìåíòàðíîå ðåùåíèå YBE.

Ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ýëåìåíòàðíîé ëåììû ÷òîáû

ïîçæå îáîáùèòü å¼ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà.

Ëåììà 4.10. Ïóñòü R(x, y) = (x · y, y ∗ x) � ðåøåíèå YBE. Òîãäà

PRP (x, y) = (x ∗ y, y · x) òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì YBE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî

R13 = P23R12P23, R23 = P12P23R12P23P12,

ãäå Pij : X
3 → X3

ïåðåñòàâëÿåò i-þ è j-þ êîìïîíåíòû. Òîãäà YBE ïðèíè-

ìàåò âèä

R12 · R
P23

12 · RP23P12

12 = RP23P12

12 ·RP23

12 · R12.
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Îáîçíà÷èì R̃ = PRP . Òîãäà R = PR̃P è èç YBE

R̃P12

12 · R̃P12P23

12 · R̃P12P23P12

12 = R̃P12P23P12

12 · R̃P12P23

12 · R̃P12

12 .

Ñîïðÿãàÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ P12P23P12 = P13, ìû ïîëó÷àåì

R̃P23P12

12 · R̃P23

12 · R̃12 = R̃12 · R̃
P23

12 · R̃P23P12

12 .

Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

R̃12R̃12R̃12 = R̃12R̃12R̃12.

Çíà÷èò R̃ = PRP ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì YBE.

×òîáû îáîáùèòü ýòó ëåììó, ðàññìîòðèì ðåøåíèå (X,R) n-SE è îïðå-

äåëèì ïåðåñòàíîâêó P ∈ Sym(Xn) �îðìóëîé

P = P1,nP2,n−1 . . . P[n/2]+1,n−[n/2],

ãäå [n/2] � ýòî öåëàÿ ÷àñòü n/2 è äëÿ n = 2m + 1, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

ïîñëåäíÿÿ ïåðåñòàíîâêà P[n/2]+1,n−[n/2] = Pm+1,m+1 òîæäåñòâåííà. Çàìåòèì,

÷òî P−1 = P .

Ïðåäëîæåíèå 4.11. Ïóñòü R : Xn → Xn
�ðåøåíèå n-SE. Òîãäà

R̃ = PRP òàêæå ðåøåíèå n-SE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå n-ñèìïëåêñà

R1R2 · · ·Rn+1 = Rn+1 · · ·R2R1

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

R1R
Q1

1
· · ·RQn

1
= RQn

1
· · ·RQ1

1
R1,

ãäå Q1, . . . , Qn ∈ Sym(Xn) íåêîòîðûå ïåðåñòàíîâêè. Òàê êàê R = PR̃P , òî

R̃P
1 R̃

PQ1

1
· · · R̃PQn

1
= R̃PQn

1
· · · R̃PQ1

1
R̃P

1 .

Ïîñëå ñîïðÿæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ñ ïîìîùüþ Q−1
n P ìû ïîëó÷àåì

R̃PQ−1
n P

1
R̃PQ1Q

−1
n P

1
· · · R̃

PQn−1Q
−1
n P

1
R̃1 = R̃1R̃

PQn−1Q
−1
n P

1
· · · R̃PQ1Q

−1
n P

1
R̃PQ−1

n P

1
.

Ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâà

PQ−1
n P = Qn, PQ1Q

−1
n P = Qn−1, . . . , PQn−1Q

−1
n P = Q1,

ïîëó÷àåì

R̃Qn

1
R̃

Qn−1

1
· · · R̃Q1

1
R̃1 = R̃1R̃

Q1

1
· · · R̃

Qn−1

1
R̃Qn

1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, R̃ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì n-SE.
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Âîïðîñ 4.12. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè R ðåøåíèå YBE, òî S = PR óäî-

âëåòâîðÿåò êîñîâñêîìó ñîîòíîøåíèþ S12S23S12 = S23S12S23. ×òî ÿâëÿåòñÿ

àíàëîãîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà?

4.1. Êîìïîçèöèÿ ðåøåíèé. Íà ëèíåéíûõ ðåøåíèÿõ YBE îïðåäåëå-

íû äâå îïåðàöèè (ñì., íàïðèìåð, [38℄): òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå è ïðÿìàÿ

ñóììà. Åñëè (V1, R
(1)) è (V2, R

(2)) ðåøåíèÿ YBE, òî èõ òåíçîðíîå ïðîèç-

âåäåíèå (V1 ⊗ V2, R
(1) ⊗ R(2)) è ïðÿìàÿ ñóììà (V1 × V2, R

(1) + R(2)) äàþò
ðåøåíèå YBE. Îòîáðàæåíèå R(1) +R(2)

îïðåäåëåíî íà (V1×V2)⊗ (V1× V2)
ïðàâèëàìè

(R(1) +R(2))(ei ⊗ ej) = R(1)(ei ⊗ ej),

(R(1) +R(2))(ei ⊗ fq) = ei ⊗ fq,

(R(1) +R(2))(fp ⊗ ej) = fp ⊗ ej ,

(R(1) +R(2))(fp ⊗ fq) = R(2)(fp ⊗ fq),

ãäå {eα} � áàçèñíûå âåêòîðû V1 è {fβ} � áàçèñíûå âåêòîðû V2.

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: ïóñòü (X,A) è
(Y,B) òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ðåøåíèÿ n-SE è m-SE, ñîîòâåòñòâåííî.

Êàêèå íîâûå ðåøåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü?

Åñëè m = n, òî ëåãêî îïðåäåëèòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðåøåíèé,

A×B : (X × Y )n → (X × Y )n,

A×B ((x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)) = ((f1(x̄), g1(ȳ)), (f2(x̄), g2(ȳ)), . . .

. . . , (fn(x̄), gn(ȳ))),

ãäå

A(x̄) = (f1(x̄), f2(x̄), . . . , fn(x̄)), B(ȳ) = (g1(ȳ), g2(ȳ), . . . , gn(ȳ)),

è

x̄ = (x1, x2, . . . , xn), ȳ = (y1, y2, . . . , yn).

Îòîáðàæåíèå A× B ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì n-SE.

Îïðåäåëåíèå 4.13. Ïóñòü A : Xn+k → Xn+k
è B : Xk+m → Xk+m

�

äâà îòîáðàæåíèÿ, èìåþùèå âèä

A(x̄, ȳ) = (f1(x̄, ȳ), ... , fn(x̄, ȳ), h1(ȳ), ... , hk(ȳ)) , x̄ ∈ Xn, ȳ ∈ Xk,

B(ȳ, z̄) = (h1(ȳ), ... , hk(ȳ), g1(ȳ, z̄), ... , gm(ȳ, z̄)) , z̄ ∈ Xm,

òîãäà îòîáðàæåíèå A #kB : Xn+k+m → Xn+k+m
, îïðåäåëåííîå �îðìóëîé

A #kB(x̄, ȳ, z̄) := (f1(x̄, ȳ), ... , fn(x̄, ȳ), h1(ȳ), ... , hk(ȳ), g1(ȳ, z̄), ... , gm(ȳ, z̄))

íàçûâàåòñÿ k-àìàëüãàìîé A è B.
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Òåîðåìà 4.14. Ïóñòü n > 0, m > 0, k ≥ 0 � öåëûå ÷èñëà, A : Xn+k →
Xn+k

è B : Xk+m → Xk+m
� ðåøåíèÿ (n+ k)-SE è (m+ k)-SE, ñîîòâåò-

ñòâåííî, òàêèå, ÷òî

A(x̄, ȳ) = (f1(x̄, ȳ), ... , fn(x̄, ȳ), h1(ȳ), ... , hk(ȳ)) , x̄ ∈ Xn, ȳ ∈ Xk,

B(ȳ, z̄) = (h1(ȳ), ... , hk(ȳ), g1(ȳ, z̄), ... , gm(ȳ, z̄)) , z̄ ∈ Xm,

Òîãäà k-àìàëüãàìà A #kB : Xn+k+m → Xn+k+m A è B,

A #kB(x̄, ȳ, z̄) = (f1(x̄, ȳ), ... , fn(x̄, ȳ), h1(ȳ), ... , hk(ȳ), g1(ȳ, z̄), ... , gm(ȳ, z̄))

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (n + k +m)-SE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé

ïàðû èíäåêñîâ 1 6 i 6 n è 1 6 j 6 m è äëÿ ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ

aα,β ∈ X , α ∈ {1, . . . , n+ k}, β ∈ {1, . . . , k +m} âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

fi




gj( a1,1, a1,2, · · · a1,k−1, a1,k, · · · a1,k+m ),
gj( a2,1, a2,2, · · · a2,k−1, a2,k, · · · a2,k+m ),

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

gj( an+1,1, an+1,2, · · · an+1,k−1, an+1,k, · · · an+1,k+m ),
gj( bn+1,1, an+2,2, · · · an+2,k−1, an+2,k, · · · an+2,k+m ),
gj( bn+1,2, bn+2,2, · · · an+3,k−1, an+3,k, · · · an+3,k+m ),

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

gj( bn+1,k−1, bn+2,k−1, · · · bn+k−1,k−1 an+k,k, · · · an+k,k+m )




=

gj




fi( a1,1, a2,1, · · · an+1,1, b2,2, b3,2, · · · bk,2 ),
fi( a1,2, a2,2, · · · an+1,2, an+2,2, b3,3, · · · bk,3 ),

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

fi( a1,k−1, a2,k−1, · · · an+1,k−1, an+2,k−1, an+3,k−1, · · · bk,k ),
fi( a1,k, a2,k, · · · an+1,k, an+2,k, an+3,k, · · · an+k,k ),

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

fi( a1,k+m, a2,k+m, · · · an+1,k+m an+2,k+m, an+3,k+m, · · · an+k,k+m )




,

ãäå

bi,j := hj(b
n+1,i−n−1, ... , bi−1,i−n−1, ai,j, ... , ai,k),

bi,j := hj(an+1,i, ... , an+i,i, bi+1,i, ... , bk,i).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè ïîñìîò-

ðåòü íà ìàòðèöó MIn+k+m äëÿ (n + k +m)-SE. Å¼ ïîäìàòðèöà ðàçìåðà

(n + k) × (n + k + 1) â ëåâîì âåðõíåì óãëó è ïîäìàòðèöà ðàçìåðà (k +
m)× (k+m+ 1) â íèæíåì ïðàâîì óãëó íå çàâèñÿò îò îñòàëüíîé ìàòðèöû

è ñîîòâåòñòâóþò (n+ k)-SE è (k +m)-SE.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî �óíêöèè hi íå çàâèñÿò îò ïåðâûõ n è ïîñëåäíèõ m
ïåðåìåííûõ, ïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè ýòèõ ïîäìàòðèö íå çàâèñÿò îò îñòàëü-

íîé ìàòðèöû. Òàêèì îáðàçîì, (n + k +m)-SE ðàñïàäàåòñÿ íà (n+ k)-SE
è (k +m)-SE íà èíäåêñàõ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìàòðèö. Îñòàâøèåñÿ

ëåâàÿ íèæíÿÿ è ïðàâàÿ âåðõíÿÿ ïîäìàòðèöû ñîñòîÿò èç nm ðàçëè÷íûõ

èíäåêñîâ è ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà òðàíñïîíèðîâàíèåì. ßâíàÿ çàïèñü

(n+ k +m)-SE íà èíäåêñàõ èç ýòèõ ìàòðèö äà¼ò óñëîâèå âûøå.

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü êîíñòðóêöèþ k-àìàëüãàìû ðàññìîòðèì íå-

ñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 4.15. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî è A,B : X2 → X2
� ðåøåíèÿ

YBE, èìåþùèå �îðìó

A(x, y) = (f1(x, y), f2(x, y)), B(z, t) = (g1(z, t), g2(z, t)), x, y, z, t ∈ X.

Ïî ëåììå 2.1 îòîáðàæåíèÿ fi óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì

f1 (f1(x, y), z) = f1 (f1(x, f2(y, z)), f1(y, z)) ,

f1 (f2(x, y), f2(f1(x, y), z)) = f2 (f1(x, f2(y, z)), f1(y, z)) ,

f2 (f2(x, y), f2(f1(x, y), z)) = f2 (x, f2(y, z)) ,

è îòîáðàæåíèÿ gi óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì

g1 (g1(x, y), z) = g1 (g1(x, g2(y, z)), g1(y, z)) ,

g1 (g2(x, y), g2(g1(x, y), z)) = g2 (g1(x, g2(y, z)), g1(y, z)) ,

g2 (g2(x, y), g2(g1(x, y), z)) = g2 (x, g2(y, z)) ,

äëÿ âñåõ x, y, z, t ∈ X . Ïîëîæèì

R(x, y, z, t) = (f1(x, y), f2(x, y), g1(z, t), g2(z, t)), x, y, z, t ∈ X.

Îïèøåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îòîáðàæåíèå R óäîâëåòâîðÿåò 4-SE,

R1234R1567R2589R368,10R479,10 = R479,10R368,10R2589R1567R1234.

Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ äàþò

R479,10R368,10R2589R1567R1234(x, y, z, t, p, q, r, s, u, v) =

= (f1(f1(x, y), p), f1(f2(x, y), f2(f1(x, y), p)), f1(g1(z, t), g1(q, r)),

f1(g2(z, t), g2(q, r)), f2(f2(x, y), f2(f1(x, y), p)),

(g1(z, t), g1(q, r)), f2(g2(z, t), g2(q, r)), g1(g1(s, u), v),
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g1(g2(s, u), g2(g1(s, u), v)), g2(g2(s, u), g2(g1(s, u), v))),

è

R1234R1567R2589R368,10R479,10(x, y, z, t, p, q, r, s, u, v) =

= (f1(f1(x, f2(y, p)), f1(y, p)), f2(f1(x, f2(y, p)), f1(y, p)), g1(f1(z, q), f1(t, r)),

g2(f1(z, q), f1(t, r)), f2(x, f2(y, p)), g1(f2(z, q), f2(t, r)), g2(f2(z, q), f2(t, r)),

g1(g1(s, g2(u, v)), g1(u, v)), g2(g1(s, g2(u, v)), g1(u, v)), g2(s, g2(u, v))).

Ïðèðàâíèâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè, ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç 10 óðàâíåíèé.

1, 2 è 5-å óðàâíåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî A � ðåøåíèå YBE. Ïîñëåäíèå òðè

óðàâíåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî B � ðåøåíèå YBE. Òàêèì îáðàçîì, R � ðåøåíèå

4-SE åñëè è òîëüêî åñëè

f1(g1(z, t), g1(q, r)) = g1(f1(z, q), f1(t, r)),

f1(g2(z, t), g2(q, r)) = g2(f1(z, q), f1(t, r)),

f2(g1(z, t), g1(q, r)) = g2(f2(z, q), f2(t, r)),

f2(g2(z, t), g2(q, r)) = g2(f2(z, q), f2(t, r)).

äëÿ âñåõ z, t, q, r ∈ X . Çàìåòèì, ÷òî ýòî � óñëîâèÿ íà fi è gj èç Òåîðåìû
4.14.

Ïðèìåð 4.16. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî è A,B : X2 → X2
� ðåøåíèÿ

YBE, òàêèå, ÷òî

A(x, y) = (f(x, y), h(y)), B(y, z) = (h(y), g(y, z)), x, y, z ∈ X.

Ïî Ëåììå 2.1 îòîáðàæåíèÿ f, g è h óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

f (f(x, y), z) = f (f(x, h(z)), f(y, z)) , f(h(y), h(z)) = h(f(y, z)),

g (y, g(z, t)) = g (g(y, z), g(h(y), t)) , g(h(y), h(z)) = h(g(y, z)),

äëÿ âñåõ x, y, z, t ∈ X . Ïóñòü

R(x, y, z) = (f(x, y), h(y), g(y, z))

îòîáðàæåíèå èç X3
â X3

. Òîãäà

R123R145R246R356(x, y, z, t, p, q) =

= (f(f(x, h(t)), f(y, t)), h(f(y, t)), g(f(y, t), f(z, p)), h2(t), g(h(t), h(p)),

g(t, g(p, q))),
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è

R356R246R145R123(x, y, z, t, p, q) =

= (f(f(x, y), t), f(h(y), h(t)), f(g(y, z), g(t, p)), h2(t), h(g(t, p)), g(g(t, p),

g(h(t), q))).

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå R � ðåøåíèå TE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ âñåõ x, y, z, t, p, q ∈ X âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

f (f(x, h(t)), f(y, t)) = f (f(x, y), t) ,

h(f(y, t)) = f(h(y), h(t)),

g (f(y, t), f(z, p)) = f (g(y, z), g(t, p)) ,

g(h(t), h(p)) = h(g(t, p)),

g (t, g(p, q)) = g (g(t, p), g(h(t), q)) .

Åñëè A è B � ðåøåíèÿ YBE, òî ïåðâîå, âòîðîå, ÷åòâåðòîå è ïÿòîå

ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, R � ðåøåíèå TE òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ y, z, t, p ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g (f(y, t), f(z, p)) = f (g(y, z), g(t, p)) .

Â äàííîì ñëó÷àå, n = m = k = 1 è ïî òåîðåìå 4.14 îòîáðàæåíèå

A #1B : X3 → X3
,

A #1B(x, y, z) = (f(x, y), h(y), g(y, z))

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì TE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî

g (f(a11, a21), f(a12, a22)) = f (g(a11, a12), g(a21, a22)) .

Çàìå÷àíèå 4.17. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ k ∈ {0, 1} â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 4.14

íå ó÷àâñòâóþò ýëåìåíòû bi,j è bi,j . Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïðè k = 0 â ýòîì

ñëó÷àå, åñëè A#0B � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ n-SE òî è B#0A � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ n-SE.

4.2. Ïðîñòûå ðåøåíèÿ. Â äàííîì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèì íåêîòîðûé

êëàññ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà.

Îïðåäåëåíèå 4.18. �åøåíèå T : Xn → Xn
óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà íà-

çûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè T (x1, ... , xn) = (xs(1), ... , xs(n)), ãäå s : {1, ... , n} →
{1, ... , n} � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå.
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Ïðèìåð 4.19. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî.

1) Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå id : X → X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ðåøåíè-

åì 1-SE.
2) Îòîáðàæåíèÿ P, Pr21, P r22 : X

2 → X2
îïðåäåëåííûå ïðàâèëàìè

P : (x, y) 7→ (y, x),

P r21 : (x, y) 7→ (x, x),

P r22 : (x, y) 7→ (y, y),

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X , ïðîñòûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 2-ñèìïëåêñà.
3) Îòîáðàæåíèå Pr32 : X

3 → X3
, çàäàííîå ïðàâèëîì

Pr32 : (x, y, z) 7→ (y, y, y),

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X , ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ðåøåíèåì 3-ñèìïëåêñà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.

Èç Òåîðåìû 4.14 ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 4.20. Ïóñòü R : Xn → Xn
� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ n-

ñèìïëåêñà è A � îäíî èç ñëåäóùèõ îòîáðàæåíèé {idX , P, P r21, P r22, P r32}.
Òîãäà R#0A è A#0R � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (n +m)-ñèìïëåêñà.

Îïðåäåëåíèå 4.21. �åøåíèå R íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè íåò

òàêèõ ðåøåíèé A è B, òàêèõ, ÷òî R = A#0B.

Âîïðîñ 4.22. 1) Ñóùåñòâóþò ëè ïðîñòûå íåïðèâîäèìûå ðåøåíèÿ n-SE
äëÿ íåêîòîðîãî n, îòëè÷íûå îò {idX , P, P r21, P r22, P r32}?

2) Èçâåñòíî, ÷òî ïåðåñòàíîâêà P12 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì YBE. Äëÿ êàêèõ

n > 2 åñòü ïåðåñòàíîâêè áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè
n-SE?

Ïîëüçóþÿñü Ïðåäëîæåíèåì 4.11 íåñëîæíî íàéòè íåêîòîðûå ïåðåñòà-

íîâêè, äàþùèå ðåøåíèÿ n-SE.

4.3. Ëèíåéíûå è à��èííûå ðåøåíèÿ.

Ëèíåéíûå è à��èííûå ðåøåíèÿ YBE è TE ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ

[1℄, [17℄, [25℄, [26℄.

Ñ ïîìîùüþ Òåîðåìû 4.14 ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.23. Ïóñòü A è B � ëèíåéíûå ðåøåíèÿ n-SE è m-SE,
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èõ 0-àìàëüãàìà A#0B � ëèíåéíîå ðåøåíèå (n+m)-
SE. Åñëè A è B òàêèå, ÷òî îïðåäåëåíà 1-àìàëüãàìà A#1B, òîãäà îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì (n+m− 1)-SE.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : Xn → X ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ìîæ-

íî çàïèñàòü åãî â ìàòðè÷íîì âèäå

f(x̄) = a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = x̄T [f ] = [f ]T x̄,

ãäå [f ]T = (a1, a2, . . . , an) âåêòîð êîý��èöèåíòîâ, x̄T = (x1, x2, . . . , xn) âåê-
òîð ïåðåìåííûõ è ·T � òðàíñïîíèðîâàíèå. Óñëîâèÿ Òåîðåìû 4.14 äëÿ

k ∈ {0, 1} ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

[f ]TM [g] = [g]TMT [f ],

ãäå f � êîìïîíåíòà îòîáðàæåíèÿ A, g � êîìïîíåíòà îòîáðàæåíèÿ B è

M � ìàòðèöà ðàçìåðà n×m.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ëèíåéíûõ ðåøåíèé A è B îòîáðàæåíèÿ

A #kB äëÿ k ∈ {0, 1} áóäóò ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ n-SE.

4.4. Ïîñòðîåíèå ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé íà îñíîâå ëèíåéíûõ.

�àññìîòðèì ëèíåéíîå ðåøåíèå (R, R) óðàâíåíèÿ YBE:

R(x, y) = (α1x, (1− α1α2)x+ α2y), ãäå α1, α2 ∈ R.

Ïðåäëîæåíèå 4.23 äàåò íàì ðåøåíèå R : Rn → R
n
óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà,

èìåþùåå âèä

xi 7→






αixi åñëè i íå÷åòíîå,

(1− αi−1αi)xi−1 + αixi + (1− αiαi+1)xi+1 åñëè i ÷åòíîå

(1− αi−1αi)xn−1 + αixn åñëè i = n ÷åòíîå,

ãäå αi ∈ R.

Âîçüìåì ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþ f : R → R, äëÿ êîòîðîé f−1
òîæå

ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ, íàïðèìåð äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

f(x) =
ax+ b

cx+ d
, f−1(x) =

dx− b

a− cx
.

Ñîïðÿæåì íàøå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ f . Ïîëó÷èì ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå

(f−1)×nRf×n
. Äëÿ äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f , ðåøåíèå ïðèìåò
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âèä

xi 7→





(αiad− bc)xi + (αi − 1)bd

ca(1− αi)xi + (ad− αibc)
åñëè i íå÷åòíîå,

d
(
βi

axi−1+b
cxi−1+d

+ αi
axi+b
cxi+d

+ βi+1
axi+1+b
cxi+1+d

)
− b

a− c
(
βi

axi−1+b
cxi−1+d

+ αi
axi+b
cxi+d

+ βi+1
axi+1+b
cxi+1+d

)
åñëè i ÷åòíîå,

d
(
βn

axn−1+b
cxn−1+d

+ αn
axn+b
cxn+d

)
− b

a− c
(
βn

axn−1+b
cxn−1+d

+ αn
axn+b
cxn+d

)
åñëè i = n ÷åòíîå,

ãäå βi = 1−αi−1αi äëÿ i ∈ {2, 3, . . . , n}. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü
ìíîæåñòâî íîâûõ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà è èíòå-

ðåñíî ïîíÿòü êàêèå èç ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ïîëó÷àþòñÿ èç ëèíåéíûõ ñ

ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèÿ.

Ïðèìåð 4.24. Åñëè âçÿòü

α1 = α3 = 1, α2 = α4 = 0,

òîãäà

β2 = β3 = β4 = 1.

Òàêæå ïóñòü

a = c = 1, b = 0, d = −1,

òîãäà ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå 4-SE

(x1, x2, x3, x4) 7→

(
x1,

x1 + x3 − 2x1x3

1− x1x3

, x3, x3

)
.

Ïðèìåð 4.25. Ïóñòü R ðåøåíèå 4-SE îïðåäåëåííîå �îðìóëîé

R(x1, x2, x3, x4) = (x2 − x4, x1 + x3, x3, x4).

Âûáðàâ â êà÷åñòâå f �óíêöèþ

x

x− 1
ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå 4-SE

(f−1)×nRf×n(x1, x2, x3, x4) =

(
x2 − x4

1 + x2x4
,
x1 + x3 − 2x1x3

1− x1x3
, x3, x4

)
.

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 1, C. 5-72

Mat. Trudy, 2024, vol. 27, no. 1, pp. 5-72



32 Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé n-ñèìïëåêñîâ

Âîïðîñ 4.26. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ýëåêòðè÷åñêîå ðåøåíèå ñîïðÿæåíèåì

ëèíåéíîãî?

4.5. Îò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà ê ðåøåíèÿì óðàâíå-

íèÿ (n− 1)-ñèìïëåêñà. Ìû îïðåäåëèëè k-àìàëüãàìó ðåøåíèé, ïîçâîëÿ-
þùóþ ñòðîèòü èç ïàðû ðåøåíèé íîâîå ðåøåíèå â áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

Òåïåðü ìû çàéìåìñÿ îáðàòíîé çàäà÷åé: åñëè (X,R) � ýòî ðåøåíèå n-SE
ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ íåãî ïîñòðîèòü ðåøåíèå (n− 1)-SE?

Ïðåäëîæåíèå 4.27. Ïóñòü R : Xn → Xn
, n ≥ 3, ýòî ðåøåíèå n-SE, è

ñóùåñòâóåò x0 ∈ X òàêîé, ÷òî R(x0, ... , x0) = (x0, ... , x0). Òîãäà

Rr(x1, ... , xn−1) := R(x0, x1, ... , xn−1)

è

Rl(x1, ... , xn−1) := R(x1, ... , xn−1, x0)

ðåøåíèÿ (n− 1)-SE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì n-SE, òîãäà îòîáðàæåíèÿ
Rī, 1 ≤ i ≤ n + 1, äåéñòâóþò íà XN

, ãäå N = n(n + 1)/2. �àññìîòðèì
ìíîæåñòâî Xx0

⊂ XN
â êîòîðîì ïåðâûå n êîîðäèíàò ðàâíû x0,

Xx0
= {(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸

n

, xn+1, xn+2, . . . , xN) ∈ XN}.

Îãðàíè÷èì ðåøåíèå n-SE íà ìíîæåñòâî Xx0
. Â ïðàâîé ÷àñòè íàøåãî óðàâ-

íåíèÿ ìû ñíà÷àëà ïðèìåíÿåì îòîáðàæåíèå R1̄

R1̄(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n

, xn+1, xn+2, . . . , xN ) = R(x0, . . . , x0)×idN−n(xn+1, xn+2, . . . , xN ) =

= (x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n

, xn+1, xn+2, . . . , xN ).

Ñëåäîâàòåëüíî, R1̄ äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà Xx0
è íà ìíîæåñòâå Xx0

óðàâíåíèå n-ñèìïëåêñà èìååò âèä

R1̄R2̄ . . . Rn+1 = Rn+1 . . . R2̄.

Îáå ÷àñòè (n− 1)-SE äåéñòâóþò íàXN ′

ãäåN ′ = N−n. Åñëè óáðàòü ïåðâûå
n êîîðäèíàò è ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå âûøå, îãðàíè÷åííîå íà ïîñëåäíèå

N ′
êîîðäèíàò, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå (n− 1)-SE ïîñëå ñäâèãà âñåõ èíäåêñîâ

íà −n.
×òîáû äîêàçàòü, ÷òî Rl

� ýòî ðåøåíèå (n− 1)-SE, íåîáõîäèìî ðàññìîò-
ðåòü ìíîæåñòâî XN

, â êîòîðîì êîîðäèíàòû ñ èíäåêñàìè èç n + 1 ðàâíû

x0, è çàìåòèòü, ÷òî Rn+1 äåéñòâóåò íà ýòîì ìíîæåñòâå òîæäåñòâåííî.
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� 5. Òðîïèêàëèçàöèÿ

5.1. Òðîïèêàëèçàöèÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé. Ïîä òðîïèêàëè-

çàöèåé ìû ïîíèìàåì îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé

â ìíîæåñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ �óíêöèé. È. Äûííèêîâ [14℄ èñïîëüçîâàë

òðîïèêàëèçàöèþ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû êîñ Bn â ãðóïïå ïå-

ðåñòàíîâîê Sym(Z2n). Â ÷àñòíîñòè, îí íàøåë íåâûðîæäåííûå ðåøåíèÿ

YBE íà Z
2
.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû óñòàíàâëèâàåì ñâÿçü ìåæäó ðàöèîíàëüíûìè è

êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà äëÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî n.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò, íàì ïîòðåáóåòñÿ

ââåñòè íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü R(x1, x2, . . . , xn) �

ýòî ïîëå ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè R. Ëþáîå

ðåøåíèå (R, R) óðàâíåíèÿ n-SE, ãäå

R(x1, x2, . . . , xn) = (r1, r2, . . . , rn), ri ∈ R(x1, x2, . . . , xn),

áóäåì íàçûâàòü ðàöèîíàëüíûì ðåøåíèåì.

Îáîçíà÷èì çà In ïîäìíîæåñòâî íåíóëåâûõ äðîáåé âèäà r = f/g ∈
R(x1, x2, . . . , xn) òàêèõ, ÷òî íåíóëåâûå êîý��èöèåíòû â ÷èñëèòåëå f ðàâíû

1 è ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, à çíàìåíàòåëü g ëèáî ðàâåí 1, ëèáî åãî

íåíóëåâûå êîý��èöèåíòû ðàâíû 1, à ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ. �àöèî-

íàëüíîå ðåøåíèå

R(x1, x2, . . . , xn) = (r1, r2, . . . , rn), ri ∈ R(x1, x2, . . . , xn),

óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà íàçûâàåòñÿ I-ðàöèîíàëüíûì åñëè âñå êîìïîíåíòû

ri ëåæàò â In.

Ïðèìåð 5.28. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýëåêòðè÷åêñîå ðåøåíèå TE,

RE(x, y, z) =

(
xy

x+ z + xyz
, x+ z + xyz,

yz

x+ z + xyz

)

âîçíèêàþùåå â òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé êàê èçâåñòíîå Y-∆ ïðåîáðà-

çîâíèå ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ÿâëÿåòñÿ I-ðàöèîíàëüíûì ðåøåíèåì.

Îòîáðàæåíèå

Re(x, y, z) =

(
xy

x+ z
, x+ z,

yz

x+ z

)

ïîëó÷åííîå èç RE óäàëåíèåì ìîíîìîâ ñòåïåíè 3 òàêæå ÿâëÿåòñÿ I - ðàöè-
îíàëüíûì ðåøåíèåì.
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Ïóñòü PLn � ìíîæåñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ �óíêöèé èç R
n
â R.

Îïðåäåëåíèå 5.29. Òðîïèêàëèçàöèÿ � ýòî îòîáðàæåíèå (·)t : In →
PLn, îïðåäåëåííîå äëÿ �óíêöèé r = f/g ∈ In, ãäå

f =
∑

i1+...+in>0

αi1...inx
i1
1 . . . xin

n , g =
∑

j1+...+jn≥0

βj1...jnx
j1
1 . . . xjn

n

ïðàâèëîì

rt =





max
i1+...+in>0

{i1x1 + . . .+ inxn} − max
j1+...+jn>0

{j1x1 + . . .+ jnxn}, ïðè g 6= 1;

max
i1+...+in>0

{i1x1 + . . .+ inxn}, ïðè g = 1.

Çàìåòèì, ÷òî rt ìîæíî ïîëó÷èòü èç r ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèâíîé ïðîöå-

äóðû, îïèñàííîé íèæå.

Ïðåäëîæåíèå 5.30. Ïóñòü r = r(x1, . . . , xn), r1 = r1(x1, . . . , xn), r2 =
r2(x1, . . . , xn) � ýòî ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè èç In. Òîãäà

1. Åñëè r = xi, òî rt = xi, äëÿ i = 1, . . . , n;

2. (r1 + r2)
t = max{rt1, rt2};

3. (r1r2)
t = rt1 + rt2;

4.

(
r1
r2

)t

= rt1 − rt2.

Â ÷àñòíîñòè, òðîïèêàëèçàöèÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ò.å. èç ðàâåíñòâà r1
è r2 êàê ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé ñëåäóåò ðàâåíñòâî èõ òðîïèêàëèçàöèé.

Ïóñòü R(x1, . . . , xn) = (r1, r2, . . . , rn) ∈ (In)
n
ðàöèîíàëüíàÿ âåêòîðíîçíà÷-

íàÿ �óíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëèì òðîïèêàëèçàöèþ R ïîêîìïî-

íåíòíî:

Rt(x1, . . . , xn) := (rt1(x1, . . . , xn), . . . , r
t
n(x1, . . . , xn)).

Ïðèìåð 5.31. Òðîïèêàëèçàöèåé ýëåêòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ RE èç Ïðè-

ìåðà 5.28 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå

Rt
E(x, y, z) = (x+ y −max{x, z, x+ y + z}, max{x, z, x+ y + z},

y + z −max{x, z, x+ y + z}).

Òðîïèêàëèçàöèåé Re èç Ïðèìåðà 5.28 ÿâëÿåòñÿ

Rt
e(x, y, z) = (x+ y −max{x, z}, max{x, z}, y + z −max{x, z}).

Îòîáðàæåíèÿ Rt
E è Rt

e � êóñî÷íî-ëèíåéíûå ðåøåíèÿ TE.
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Çàìå÷àíèå 5.32. �åøåíèå Rt
E ñîñòîèò èç 3 ëèíåéíûõ ÷àñòåé:

R1(x, y, z) = (y, x, y + z − x),

R2(x, y, z) = (x+ y − z, z, y),

R3(x, y, z) = (−z, x + y + z,−x).

Ìîæíî ðàññìîòðåòü ýòè îòîáðàæåíèÿ, êàê îòîáðàæåíèÿ íà R
3
. Íåñëîæ-

íî ïîêàçàòü, ÷òî (R, R1) è (R, R2) � ðåøåíèÿ TE, íî (R, R3) íå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 5.33. Ïóñòü r1 è r2 � ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè â R(x1, . . . , xn)
è 1 6 k 6 n. k-êîìïîçèöèåé �óíêöèé r1 è r2 íàçîâåì ðàöèîíàëüíóþ �óíê-

öèþ r1 ◦k r2 ∈ R(x1, . . . , xn), îïðåäåë¼ííóþ êàê

(r1 ◦k r2)(x1, . . . , xn) := r1(x1, . . . , xk−1, r2(x1, . . . , xn), xk+1, . . . , xn).

Ïðåäëîæåíèå 5.34. Åñëè r1, r2 ∈ In, òî (r1 ◦k r2)
t = rt1 ◦k r

t
2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäó-

ðó èç Ïðåäëîæåíèÿ 5.30. Åñëè r1(x1, . . . , xn) = xi � ïåðåìåííàÿ, òî óòâåð-

æäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè

r1(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) ∗ g(x1, . . . , xn),

ãäå f è g � ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè èç In è ∗ ∈ {+, ·, /}, òîãäà

rt1(x1, . . . , xn) = f t(x1, . . . , xn) ∗
t gt(x1, . . . , xn),

ãäå ∗t ∈ {max,+,−}, è

(r1 ◦k r2)(x1, . . . , xn) = (f ◦k r2)(x1, . . . , xn) ∗ (g ◦k r2)(x1, . . . , xn).

Ñëåäîâàòåëüíî, òðîïèêàëèçàöèÿ

(r1 ◦k r2)
t(x1, . . . , xn) = (f ◦k r2)

t(x1, . . . , xn) ∗
t (g ◦k r2)

t(x1, . . . , xn).

Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ èíäóêöèé ïî ãëóáèíå ðåêóðñèè.

Ñëåäñòâèå 5.35. Òðîïèêàëèçàöèÿ ñîõðàíÿåò êîìïîçèöèþ ðàöèîíàëü-

íûõ âåêòîðíîçíà÷íûõ �óíêöèé òàêîãî âèäà.

Òåîðåìà 5.36. Åñëè (R>0, R), R ∈ (In)
n
� ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

n-ñèìëåêñà íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òî åãî òðî-
ïèêàëèçàöèÿ (R>0, R

t) òîæå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî n > 2, óðàâíåíèå n-ñèìïëåêñà èìååò ñëå-
äóþùèé âèä

R1R2 · · ·Rn+1 = Rn+1 · · ·R2R1.

Ïðèìåíèì òðîïèêàëèçàöèþ ê îáåèì ÷àñòÿì:

(R1R2 · · ·Rn+1)
t = (Rn+1 · · ·R2R1)

t.

Òîãäà, ïî Ñëåäñòâèþ 5.35, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

Rt
1R

t
2 · · ·R

t
n+1 = Rt

n+1 · · ·R
t
2R

t
1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Rt
� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà.

5.2. Ôîðìàëüíàÿ òðîïèêàëèçàöèÿ.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ � "Ìîæíî ëè ïðîâåñòè ïðåîáðàçîâà-

íèÿ íà íåêîòîðîì êëàññå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà, ñõîæèå ñ òðî-
ïèêàëèçàöèåé, ÷òîáû âíîâü ïîëó÷èòü ðåøåíèå?". �àçóìååòñÿ, òàêèå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ âîçìîæíû. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùèå ðåøåíèÿ â ðå-

øåíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü �îðìàëüíîé òðîïèêàëèçàöèåé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

äàòü òî÷íîå îïðåäåëåíèå �îðìàëüíîé òðîïèêàëèçàöèè, íàì ïîíàäîáèòñÿ

ïîíÿòèå ÷àñòè÷íîé àëãåáðû. ×àñòè÷íàÿ àëãåáðà � ýòî îáîáùåíèå óíèâåð-

ñàëüíîé àëãåáðû, äîïóñêàþùåå ÷àñòè÷íûå îïåðàöèè [39, h. 2℄. Â êà÷åñòâå

ïðîñòîãî ïðèìåðà ÷àñòè÷íîé àëãåáðû ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîëå, ãäå âçÿòèå

îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî óìíîæåíèþ íå îïðåäåëåíî äëÿ íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.37. Ïóñòü A � ÷àñòè÷íàÿ àëãåáðà ñ ñèãíàòóðîé Σ è

R : An → An
� ÷àñòè÷íàÿ �óíêöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî âûðàçèòü êàê ðåà-

ëèçàöèþ íàáîðà (f1, ... , fn) n-àðíûõ �óíêöèé èç ñèãíàòóðû Σ′ ⊂ Σ, òàêèõ
÷òî (A,R) ðåøåíèå n-SE. Ïóñòü B � ÷àñòè÷íàÿ àëãåáðà ñèãíàòóðû Ξ, è g �
îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå n-àðíîìó �óíêöèîíàëíîìó ñèìâîëó èç Σ′

n-àðíóþ �óíêöèþ ñèãíàòóðû Ξ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî fi ìîæíî îïðåäåëèòü
g(fi) êàê n-àðíóþ �óíêöèþ ñèãíàòóðû Ξ, ãäå êàæäûé �óíêöèîíàëüíûé

ñèìâîë èç Σ′
çàìåíÿåòñÿ ñîîòâåñòâóþùåé n-àðíîé �óíêöèåé ñèãíàòóðû Ξ.

Îòîáðàæåíèå Rg : Bn → Bn
ðåàëèçóþùåå (g(f1), ... , g(fn)) áóäåì íàçûâàòü

�îðìàëüíîé òðîïèêàëèçàöèåé ðåøåíèÿ R åñëè (B,Rg) � ðåøåíèå n-SE.

Ïðåäëîæåíèå �(A,R) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà� ìîæíî âîñ-

ïðèíèìàòü êàê N óðàâíåíèé ΦR ñ N ïåðåìåííûìè, òàêèå ÷òî ïðè ëþáîì

èõ îçíà÷èâàíèè êàæäîå óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ èëè îäíà èç åãî ÷àñòåé

íåîïðåäåëåíà.

Íà ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ñìîòðåòü, êàê íà �îðìóëû â ýêâàöèîíàëüíîé

ëîãèêå. Â êîíòåêñòå àëãåáð, ýêâàöèîíàëüíàÿ ëîãèêà ðàññìàòðèâàëàñü â [39,

appendix 4℄.

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 1, C. 5-72

Mat. Trudy, 2024, vol. 27, no. 1, pp. 5-72



Áàðäàêîâ Â.�., ×óæèíîâ Á.Á., Åìåëüÿíåíêîâ È.À. è äð. 37

Â èìåþùèõñÿ îáîçíà÷åíèÿõ, ïóñòü T � ìíîæåñòâî ýêâàöèîíàëüíûõ

�îðìóë ñèãíàòóðû Σ′
òàêèõ, ÷òî A óäîâëåòâîðÿåò T è êàæäàÿ �îðìóëà

ΦR âûâîäèìà èç T . Òàêèå �îðìóëû áóäåì íàçûâàòü àêñèîìàìè ðåøåíèé

(A,R).

Ïðåäëîæåíèå 5.38. Ïóñòü (A,R) � ðåøåíèå n-SE è T � íàáîð åãî

àêñèîì. Åñëè g òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî B óäîâëåòâîðÿåò g(T ) := {g(φ) :
φ ∈ T} òî (B,Rg) ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíîé òðîïèêàëèçàöèåé (A,R), ò.å. ýòî
ðåøåíèå n-SE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî g(ΦR) ñîâïàäàåò ñ

ΦRg
. Òàê êàê ΦR âûâîäèòñÿ èç T , òî ìíîæåñòâî g(ΦR) âûâîäèòñÿ èç g(T ).

Èç ýòîãî ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî B óäîâëåòâîðÿåò ΦRg
.

Ïðèìåð 5.39. �àññìîòðèì îáû÷íóþ òðîïèêàëèçàöèþ ðàöèîíàëüíûõ

�óíêöèé. Ìû ìîæåì âîñïðèíèìàòü ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ êàê ðåøåíèÿ

â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå (X, ·2, /2,+2, 10). Êàæäîå òàêîå ðåøåíèå ìîæåò
áûòü äîêàçàíî ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî íàáîðà àêñèîì:

a·b = b·a; a+b = b+a; a·(b·c) = (a·b)·c; a+(b+c) = (a+b)+c; a·(b+c) = a·b+a·c;

a/b = a · (1/b); (1/a) · (1/b) = 1/(a · b); a · 1 = a; a/1 = a; a/a = 1.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå g â ñèãíàòóðó ëþáîé àëãåáðà-
è÷åñêîé ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ýòè àêñèîìû. Îäíîé èç òàêèõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ (X,+2,−2,max2, 00). Çàìåòèì, ÷òî ïîêà

ìû ðàññìàòðèâàåì óìíîæåíèå íà ïîñòîÿííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî êàê ìíî-

ãîêðàòíóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îòîáðàæåíèå g
äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ñ íàòóðàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, è, ñ íåêî-

òîðûìè îãîâîðêàìè, äàæå äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ñ ïîëîæèòåëüíûìè

ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè.

Ñëåäñòâèå 5.40. Ïóñòü (A, R) � ðåøåíèå n-SE è B � íåêîòîðàÿ

ïîäñèñòåìà âA òîãî æå êëàññà, îïðåäåëåííàÿ ñèãíàòóðîé Σ. Òîãäà (B, R)�
ðåøåíèå n-SE.

Ïðåäëîæåíèå 5.41. Ïóñòü (A, R) � ðåøåíèå n-SE è B � ýòî ãîìî-

ìîð�íûé îáðàç àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîð�èçìà

h. Òîãäà (B, Rh) � ðåøåíèå n-SE.

Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ �îðìàëüíîé òðîïèêàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-

íîñòü ñìîòðåòü íà ðåøåíèÿ n-SE êàê íà íåêîòîðûå øàáëîíû, à íå �èêñè-

ðîâàííûå �óíêöèè. �àññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
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Ïðèìåð 5.42. Èçâåñòíî, ÷òî

(x, y) 7→ (ax, by + (1− ab)x), ãäå a, b ∈ Z

ðåøåíèå YBE íàä Z. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî Z êàê Z-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ãåíå-

ðè÷åñêèì äëÿ òåîðèè ëåâûõ ìîäóëåé íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè, äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R îòîáðàæåíèå

(x, y) 7→ (ax, by + (1− ab)x), ãäå a, b ∈ R

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì YBE íàä ëþáûì ëåâûì R-ìîäóëåì.

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 5.41 ìîæíî âûâåñòè

Ñëåäñòâèå 5.43. Ïóñòü (A, R) � ðåøåíèå n-SE è T � åãî íàáîð àêñèîì.

�àññìîòðèì êëàññ K àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì îïðåäëåííûé ïîäìíîæåñòâîì

àêñèîì T ′ ⊂ T ñîäåðæàùèì ïåðåìåííûå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû B ∈ K

âåðíî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîìîð�èçì h : A → B, òî (B, Rh) � ðåøåíèå

n-SE.

Ïðèìåð 5.44. Ïóñòü R � êëàññ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ ÷àñòè÷íîé

îïåðàöèåé âçÿòèÿ îáðàòíîãî è (R, R) � ðåøåíèå n-SE âèäà (R1, ... , Rn), ãäå

Ri =

∑
aj · x

αj,1

1 · ... · x
αj,n
n

∑
bk · x

βk,1

1 · ... · x
βk,n
n

, ãäå αj,m, βk,m ∈ N ∪ {0} äëÿ âñåõ j, k,m.

Â êëàññå R åñòü î÷åâèäíûé ãîìîìîð�èçì h : R → D′[Rm] èç ïîëÿ R âå-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë ñî ñòàíäàðòíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî D′[Rm] îáîáùåííûõ �óíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñè-

òåëåì â R
m
, ãäå îïåðàöèè � ýòî ñëîæåíèå �óíêöèé è ñâåðòêà ∗. �îìîìîð-

�èçì îïðåäåëÿåòñÿ êàê

r 7→ r · δ ∈ D′[Rm], r ∈ R,

ãäå δ � ýòî äåëüòà �óíêöèÿ Äèðàêà. Òîãäà (D′[Rm], Rh) � ýòî ðàöèîíàëü-

íîå ðåøåíèå n-SE. Êîìïîíåíòû �óíêöèè Rh
èìåþò âèä

Rh
i =

(∑
aj · x

αj,1

1 ∗ ... ∗ xαj,n
n

)(∑
bj · x

βj,1

1 ∗ ... ∗ xβj,n
n

)−1

,

ãäå ñòåïåíè � ýòî ìíîãîêðàòíî ïðèìåíåííàÿ ñâåðòêà è âçÿòèå îáðàòíîãî

ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñâåðòêå.

� 6. �åøåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ßíãà-Áàêñòåðà

6.1. �àñøèðåíèÿ ãðóïï è YBE.

Ïóñòü äàíî ðàñøèðåíèå ãðóïï
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1 H G K 1i j

è íåêîòîðîå ñå÷åíèå ϕ : K → G, ò.å òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî j ◦ ϕ = idK .

Â [16℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà K àáåëåâà, êâàíäë ñîïðÿæå-

íèÿ Conj(G) äàåò ðåøåíèå YBE,

Ra,b
12 R

a,c
13 R

b,c
23 = Rb,c

23R
a,c
13 R

a,b
12 , a, b, c ∈ K,

íà H ñ ïàðàìåòðàìè â K.

Äàëåå ìû îáîáùàåì ýòîò ðåçóëüòàò. Ïðåäñòàâèì ýëåìåíòû G êàê ìíî-

æåñòâî ïàð (x, a) ∈ H×K è ïðåäïîëîæèì, ÷òî i(x) = (x, 1) è j((x, a)) = a.
Òîãäà óìíîæåíèå íà G êàê íà ìíîæåñòâå ïàð îïðåäåëåíî �îðìóëîé

(x, a) ◦ (y, b) = (x ◦
a,b

y, a ◦ b) äëÿ íåêîòîðîãî x ◦
a,b

y ∈ H,

ãäå a ◦ b � óìíîæåíèå â K. Äëÿ çàïèñè óìíîæåíèÿ â H ìû áóäåì èñïîëü-

çîâàòü òîò æå ñèìâîë ◦. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ �îðìóëîé

(x, 1) ◦ (y, 1) = (x ◦ y, 1).

�àññìîòðèì H êàê àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ñî ìíîæåñòâîì áèíàðíûõ

îïåðàöèé

{ ◦
a,b

| a, b ∈ K}.

Èç àêñèîì ãðóïïû ñëåäóåò, ÷òî ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì

àêñèîìàì

1. Äëÿ ëþáûõ x ∈ H è a ∈ K ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé x−1
a,a−1 = x−1

a−1,a ∈
H òàêîé, ÷òî

x−1
a−1,a ◦

a−1,a
x = x ◦

a,a−1
x−1
a,a−1 = 1;

2. äëÿ âñåõ x, y, z ∈ H è a, b, c ∈ K âûïîëíåíî

(x ◦
a,b

y) ◦
a◦b,c

z = x ◦
a,b◦c

(y ◦
b,c

z).

Îáîáùèì ýòó êîíñòðóêöèþ íà ãðóïïû ñî ñòðóêòóðîé ïðàâîãî äèñòðáó-

òèâíîãî ãðóïïîèäà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå G îïðåäåëåíà áèíàð-

íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ∗ : G×G → G òàêàÿ ÷òî (G, ∗) � ýòî ïðàâûé

äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä, ìíîæåñòâî H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ∗ è ýòî

óìíîæåíèå îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ïðàâîãî äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèäà íà

K. Èçâåñòíî, ÷òî

R(g, h) = (g, h ∗ g), g, h ∈ G,
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì YBE íà G. Íàïðèìåð, â [16℄ â êà÷åñòâå îïåðàöèè ∗
ðàññìàòðèâàëàñü a ∗ b = b−1ab, a, b ∈ G, ò.å. (G, ∗) � êâàíäë ñîïðÿæåíèÿ.

Åñëè ïðåäñòâèòü G êàê ìíîæåñòâî ïàð (x, a) ∈ H ×K, òî

(x, a) ∗ (y, b) = (x ∗
a,b

y, a ∗ b) äëÿ íåêîòîðîãî x ∗
a,b

y ∈ H.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà H ìû ïîëó÷àåì îïåðàöèþ ∗ è ìíîæåñòâî îïåðàöèé

{ ∗
a,b

| a, b ∈ K}. Èç ïðàâîé äèñòðèáóòèâíîñòè ∗ ñëåäóåò

Ëåììà 6.45. Äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ H è a, b, c ∈ K âûïîëíåíî

(x ∗
a,b

y) ∗
a∗b,c

z = (x ∗
a,c

z) ∗
a∗c,b∗c

(y ∗
b,c

z).

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6.46. Äëÿ âñåõ a, b, c ∈ K âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Ra,b
12 Ra,c∗b

13 Rb,c
23 = Rb∗a,c∗a

23 Ra,c
13 Ra,b

12

â H , ãäå

Ru,v(x, y) = (x, y ∗
v,u

x), u, v ∈ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê (G,R) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì YBE, òî äëÿ ëþ-

áûõ g, h, k ∈ G âûïîëíåíî

R12 R13 R23(g, h, k) = R23R13 R12(g, h, k).

Ïóñòü g = (x, a), h = (y, b), k = (z, c). Tîãäà ëåâàÿ ÷àñòü

R12R13 R23((x, a), (y, b), (z, c)) = R12 R13((x, a), (y, b), (z, c) ∗ (y, b)) =

= R12 R13

(
(x, a), (y, b), (z ∗

c,b
y, c ∗ b)

)
=

= R12

(
(x, a), (y, b), ((z ∗

c,b
y) ∗

c∗b,a
x, (c ∗ b) ∗ a)

)
=

=

(
(x, a), (y ∗

b,a
x, b ∗ a), ((z ∗

c,b
y) ∗

c∗b,a
x, (c ∗ b) ∗ a)

)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü,

R23 R13R12((x, a), (y, b), (z, c)) = R23 R13

(
(x, a), (y ∗

b,a
x, b ∗ a), (z, c)

)
=
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= R23

(
(x, a), (y ∗

b,a
x, b ∗ a), (z ∗

c,a
x, c ∗ a)

)
=

=

(
(x, a), (y ∗

b,a
x, b ∗ a), ((z ∗

c,a
x) ∗

c∗a,b∗a
(y ∗

b,a
x), (c ∗ a) ∗ (b ∗ a))

)
.

Åñëè ìû îãðàíè÷èì R íà H ×H è ïîëîæèì

Ru,v(x, y) = (x, y ∗
v,u

x), u, v ∈ K,

òî ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Ñëåäñòâèå 6.47. Åñëè (K, ∗) � òðèâèàëüíûé ïðàâûé äèñòðèáóòèâíûé

ãðóïïîèä, ò.e. u ∗ v = u äëÿ âñåõ u, v ∈ K, òîãäà äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ K
ðàâåíñòâî

Ra,b
12 Ra,c

13 Rb,c
23 = Rb,c

23 R
a,c
13 Ra,b

12

âûïîëíÿåòñÿ â H .

Ïðèìåð 6.48. Ïóñòü

1 H G K 1i j

ðàñøèðåíèå ãðóïï, ãäå K � ãðóïïà ýêñïîíåíòû 2. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

òîãäà K àáåëåâà. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü K ≃ (Z/2Z)n. Íà ãðóïïå (G, ◦)
ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå R : G2 → G2

óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà,

R(x, y) = (x, x ◦ y−1 ◦ x),

ñîîòâåòñâóþùåå îñíîâíîìó êâàíäëó (Core(G), ∗) ñ îïåðàöèåé y ∗ x = x ◦
y−1 ◦ x. �àññìàòðèâàÿ G êàê ìíîæåñòâî ïàð (g, k), g ∈ H , k ∈ K, ìîæíî

çàïèñàòü ãðóïïîâûå îïåðàöèè â G â âèäå

(g1, k1) ◦ (g2, k2) = (g1 ◦
k1,k2

g2, k1 ◦ k2),

(g1, k1)
−1 = (g−1

k,k−1, k
−1
1 ),

ãäå ◦
a,b

: H → H�� îïåðàöèÿ íà H , çàâèñÿùàÿ îò äâóõ ïàðàìåòðîâ a è

b, à g−1
k,k−1 � îáðàòíûé ýëåìåíò ïî îòíîøåíèþ ê ◦

k,k−1
. Òîãäà îòîáðàæåíèå

Ra,b : H2 → H2
,

Ra,b(x, y) =

(
x, (x ◦

a,b−1
y−1
b−1,b) ◦

ab−1,a
x

)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïàðàìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ YBE

Ra,b
12 R

a,c
13 R

b,c
23 = Rb,c

23R
a,c
13 R

a,b
12 .
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Çàìå÷àíèå 6.49. Èçâåñòíî, ÷òî íà ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå G ìîæíî ââå-

ñòè äâå ðàçëè÷íûå ñòðóêóòðû âåðáàëüíîãî êâàíäëà: Core(G) ñ îïåðàöèåé
g ∗h = hg−1h è Conjn(G) ñ îïåðàöèåé g ∗n h = h−nghn

äëÿ íàòóðàëüíîãî n.
Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ìû ðàññìàòðèâàëè Core(G). Ñëó÷àé ñ êâàíäëîì

Conj1(G) áûë èçó÷åí â [16℄. Íåñëîæíî ïî àíàëîãèè îïèñàòü ñëó÷àé êâàíä-
ëà Conjn(G). Êâàíäë Conjn(G) äàåò ðåøåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
YBE åñëè ïîäãðóïïà Kn

â K, ïîðîæäåííàÿ n-ìè ñòåïåíÿìè, ëåæèò â öåí-
òðå Z(K) ãðóïïû K.

6.2. Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ è YBE.

Â ñòàòüÿõ [40℄ è [41℄ áûëè ïîñòðîåíû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âèðòó-

àëüíûõ êîñ V Bn. Â ÷àñòíîñòè, â [40℄ áûëî ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå ϕ :
V Bn −→ Aut(Fn,3n) â ãðóïïó àâòîìîð�èçìîâ ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Fn,3n = Fn ∗ Z
3n
, ãäå Fn = 〈x1 . . . xn〉 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà n è

Z
3n =< w1, . . . , wn, u1, . . . , un, v1, . . . , vn > � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàí-

ãà 3n. Îíî çàäàåòñÿ ñâîèì äåéñòâèåì íà ïîðîæäàþùèõ:

ϕ(σi) :

{
xi −→ xix

ui

i+1x
−wi+1ui+1

i ,

xi+1 −→ x
wi+1

i ,
ϕ(σi) :

{
wi −→ wi+1,

wi+1 −→ wi,

ϕ(σi) :

{
ui −→ ui+1,

ui+1 −→ ui,
ϕ(σi) :

{
vi −→ vi+1,

vi+1 −→ vi,

ϕ(ρi) :

{
xi −→ x

v−1

i

i+1 ,

xi+1 −→ x
vi+1

i ,
ϕ(ρi) :

{
wi −→ wi+1,

wi+1 −→ wi,

ϕ(ρi) :

{
ui −→ ui+1,

ui+1 −→ ui,
ϕ(ρi) :

{
vi −→ vi+1,

vi+1 −→ vi,

Òåîðåìà 6.50. Ïóñòü G = B ∗ A, ãäå A è B � ãðóïïû è A àáåëåâà.

Òîãäà îòîáðàæåíèÿ

Ru,v,w
12 (x, y, z) = (xw, xyux−wv, z),

Ru,p,q
13 (x, y, z) = (xu, y, xzux−pq),

Rv,p,q
23 (x, y, z) = (x, yq, yzvy−pq),

äàþò ðåøåíèå íà ãðóïïå B ïàðìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà:

Ru,v,w
12 Ru,p,q

13 Rv,p,q
23 = Rv,p,q

23 Ru,p,q
13 Ru,v,w

12

ñ ïàðàìåòðàìè u, v, w, p, q, u1, v1, u2, v2 ∈ A.
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Îòîáðàæåíèÿ

T u,v
12 (x, y, z) = (xu, yv, z),

T u1,v1
13 (x, y, z) = (xu1 , y, zv1),

T u2,v2
23 (x, y, z) = (x, yu2, zv2),

äàþò ðåøåíèå íà ãðóïïå B ïàðìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà:

T u,v
12 T u1,v1

13 T u2,v2
23 = T u2,v2

23 T u1,v1
13 T u,v

12

ñ ïàðàìåòðàìè èç A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ãðóïïû G = B ∗ A ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ

R, T : G×G → G×G

îïðåäåëåííûå �îðìóëàìè:

Ru,v,w(x, y) = (xw, xyux−wv),

T u,v(x, y) = (xu, yv), x, y ∈ B, u, v, w ∈ A.

Ìû õîòèì ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå R ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì ïàðàìåò-

ðè÷åñêîãî YBE

Ru,v,w
12 Ru1,v1,w1

13 Ru2,v2,w2

23 = Ru2,v2,w2

23 Ru1,v1,w1

13 Ru,v,w
12 ,

ãäå

Ru,v,w
12 (x, y, z) = (xw, xyux−wv, z),

Ru1,v1,w1

13 (x, y, z) = (xw1 , y, xzu1x−w1v1),

Ru2,v2,w2

23 (x, y, z) = (x, yw2, yzu2y−w2v2).

Äåéñòâóÿ ïðàâîé ÷àñòüþ, ïîëó÷àåì

Ru,v,w
12 Ru1,v1,w1

13 Ru2,v2,w2

23 (x, y, z) =

= Ru,v,w
12 Ru1,v1,w1

13 (x, yw2, yzu2y−w2v2) =

= Ru,v,w
12 (xw1 , yw2, x(yzu2y−w2v2)

u1x−w1v1) =

= (xw1w, xw1yw2ux−w1wv, xyu1zu2u1y−w2v2u1x−w1v1).

Äåéñòâóÿ ëåâîé ÷àñòüþ, ïîëó÷àåì

Ru2,v2,w2

23 Ru1,v1,w1

13 Ru,v,w
12 (x, y, z) = Ru2,v2,w2

23 Ru1,v1,w1

13 (xw, xyux−wv, z) =

= Ru2,v2,w2

23 (xww1 , xyux−wv, xwzu1x−ww1v1) =
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= (xww1, xw2yuw2x−wvw2 , xyux−wv+wu2zu1u2x−ww1v1u2+wvw2v2y−uw2v2x−w2v2).

Òàê êàê x, y, z ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû â B, ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

óðàâíåíèé:





ww1 = w1w, w1 = w2, uw2 = w2u, wvw2 = w1wv,

u = u1, w(u2 − v) = 0, u1u2 = u2u1, w2v2 = w1v1,

w(vw2v2 − w1v1u2) = 0, uv2w2 = w2v2u1.

Èç ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì: w1 = w2, u = u1, u2 = v, v2 = v1. Çíà÷èò â Ru,v,w
12

åñòü òðè ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà, â Ru1,v1,w1

13 = Ru,v1,w1

13 åñòü äâà ñâîáîäíûõ

ïàðàìåòðà, â Ru2,v2,w2

23 = Rv,v1,w1

23 íåò ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïîëó÷àåì ðåøåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî YBE

Ru,v,w
12 Ru,p,q

13 Rv,p,q
23 = Rv,p,q

23 Ru,p,q
13 Ru,v,w

12 .

�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå T : G × G → G × G çàäàííîå �îðìóëîé

T u,v(x, y) = (xu, yv). Òîãäà

T u,v
12 (x, y, z) = (xu, yv, z),

T u1,v1
13 (x, y, z) = (xu1 , y, zv1),

T u2,v2
23 (x, y, z) = (x, yu2, zv2),

îòîáðàæåíèÿ èç G3
â G3

. Ìû äîêàæåì, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîìó

ïàðàìåòðè÷åñêîìó óðàâíåíèþ YBE.

Äåéñòâóÿ ïðàâîé ÷àñòüþ, ïîëó÷àåì

T u,v
12 T u1,v1

13 T u2,v2
23 (x, y, z) = T u,v

12 T u1,v1
13 (x, yu2, zv2) = T u,v

12 (xu1 , yu2, zv2v1) =

= (xu1u, yu2v, zv2v1).

Äåéñòâóÿ ëåâîé ÷àñòüþ, ïîëó÷àåì

T u2,v2
23 T u1,v1

13 T u,v
12 (x, y, z) = T u2,v2

23 T u1,v1
13 (xu, yv, z) = T u2,v2

23 (xuu1 , yv, zv1) =

= (xuu1, yvu2 , zv1v2).

Çíà÷èò, ìû èìååì 6 ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ.

� 7. �åøåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ n-SE

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáîáùèì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, êàê è ðàíüøå, G � ðàñøèðåíèå ïîäãðóïïû H ãðóï-

ïîé K è (G,R) è (K, r) � ðåøåíèÿ n-SE íà G è K, ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå,

÷òî êîììóòàòèâíà ñëåäóþùàÿ äèàãðàìà
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Gn Kn

Gn Kn

jn

R r

jn

ãäå Gn
è Kn

� äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ.

Ëþáîé ýëåìåíò x èç G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïàðà (h, k) òàê,
÷òî k = j(x) ∈ K, h = i−1(x · (ϕ(k))−1) ∈ H , ãäå i � âëîæåíèå H â G è

i(h) = (h, 1). Òåïåðü ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü

R(x1, ... , xn) = R((h1, k1), (h2, k2), . . . (hn, kn)) = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Gn.

È ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(y1, y2, . . . , yn) = ((h′
1, k

′
1), (h

′
2, k

′
2), . . . (h

′
n, k

′
n)) äëÿ íåêîòîðûõ h

′
i ∈ H, k′

i ∈ K.

Òîãäà ìû ïîëîæèì

Rk1, ... ,kn(h1, ... , hn) = (h′
1, h

′
2, . . . h

′
n)

è

r(k1, ... , kn) = (k′
1, k

′
2, . . . k

′
n).

�åøåíèå R ìîæåò áûòü ïåðåïèñàííî â âèäå

R(x1, ... , xn) = (Rk1, ... ,kn(h1, ... , hn), r(k1, ... , kn)).

Òàê êàê R � ðåøåíèå n-SE íà G, ñåìåéñòâî �óíêöèè Rk1, ... ,kn
� ðåøåíèå

ïàðàìåòðè÷åñêîãî n-SE íà H . À èìåííî

Ïðåäëîæåíèå 7.51. Ïóñòü (G,R) � ðåøåíèå n-SE. Îïðåäåëèì

sm(k1, . . . , kN) = pm(rm−1 ◦ . . . ◦ r1̄(k1, . . . , kN)),

zm(k1, . . . , kN) = pm(rm+1 ◦ . . . ◦ rn+1(k1, . . . , kN)),

ãäå pm îçíà÷àåò ïðîåêöèþ èç KN
â Kn

ñ ÿäðîì, ñîñòîÿùèì èç êîìïîíåíò,

÷üè íîìåðà íå ëåæàò â ìóëüòèèíäåêñå m. Òîãäà (H,Rk1, ... ,kn) � ðåøåíèå

ïàðàìåòðè÷åñêîãî n-SE:

R
z1(k)

1
R

z2(k)

2
· · ·R

zn+1(k)

n+1
= R

sn+1(k)

n+1
· · ·R

s2(k)

2
R

s1(k)

1
,

ãäå k = (k1, ..., kN) ∈ KN
� âåêòîð ïàðàìåòðîâ.

Â ñëó÷àå, êîãäà r = id � òîæäåòâåííîå îòîáðàæåíèå, ïîëó÷àåì

R
k1̄
1̄
R

k2̄
2̄
· · ·R

kn+1

n+1
= R

kn+1

n+1
· · ·R

k2̄
2̄
R

k1̄
1̄
.

Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî, åñëè ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà k0 ∈ K òàêàÿ,

÷òî r(k0, ... , k0) = (k0, ... , k0), òî (H,Rk0, ... ,k0) � ðåøåíèå n-SE.

7.1. �åøåíèÿ n-SE íà ðàñøèðåíèÿõ ãðóïï.

Ïóñòü
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1 H G K 1i j

ðàñøèðåíèå ãðóïï è (H,R), (K, T ) � ðåøåíèÿ n-SE íà H è K, ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 7.52. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (G,Q)� ðàñøèðåíèå ðåøåíèÿ

(H,R) ðåøåíèåì (K, T ), åñëè ýòî ðåøåíèå n-SE, è ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà

êîììóòàòèâíà

Hn Gn Kn

Hn Gn Kn

in

R

jn

Q T

in jn

Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ãðóïïó Hn
ñ å¼ îáðàçîì â Gn

ïîä äåéñòâèåì in.

Ïðåäëîæåíèå 7.53. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé (H,R) è (K, T ) óðàâ-
íåíèÿ n-ñèìïëåêñà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (G,Q) óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà, êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì (H,R) ñ ïîìîùüþ (K, T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñøèðåíèå äåêàðòî-

âûõ ñòåïåíåé

1 Hn Gn Kn 1.in

jn

ϕ

Ìû ìîæåì çàïèñàòü ëþáîé ýëåìåíò g èç Gn
åäèíñòâåííûì îáðàçîì êàê

ïðîèçâåäåíèå hgkg, ãäå

kg = ϕ ◦ jn(k), hg = gk−1
g ,

è hg � ýëåìåíò èç Hn
. Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü Gn

êàê

äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íîñèòåëåé Hn
è Kn

. Òåïåðü îïðåäåëèì �óíêöèþ

Q(g) = R(hg)ϕ (Tjn(g)) .

Â òåðìèíàõ îïðåäåë¼ííîãî âûøå äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ îíà ìîæåò

áûòü ïåðåïèñàííà êàê (R(hg), ϕT j
n(kg)). Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ F , îïðåäå-

ë¼ííàÿ íà A×B äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ A è B, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ïðîåêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî

Q � ðàñøèðåíèå ðåøåíåèé, åñëè è òîëüêî åñëè ϕTjn(g) � ðåøåíèå íà G.
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Âçÿâ ϕ = ϕ̃n
äëÿ íåêîòîðîãî ñå÷åíèÿ ϕ̃ îòîáðàæåíèÿ G

j
→ K, ìû âñåãäà

ïîëó÷èì ðåøåíèå, òàê êàê ðàâåíñòâî

(ϕ̃nTjn)1̄ . . . (ϕ̃
nTjn)n+1 = (ϕ̃nTjn)n+1 . . . (ϕ̃

nTjn)1̄

ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

ϕ̃NT1̄ j
N . . . ϕ̃NTn+1 j

N = ϕ̃NTn+1 j
N . . . ϕ̃NT1̄ j

N .

Òàê êàê j◦ϕ̃ = id, ðàâåíñòâî âûøå âûïîëíåííî åñëè è òîëüêî åñëè (K, T ) �
ðåøåíèå.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, êàê, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 7.53, ìîæ-

íî êîíñòðóèðîâàòü íîâûå ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 7.54. �àññìîòðèì àääèòèâíóþ ãðóïïó öåëûõ ÷èñåë (Z,+) êàê
ðàñøèðåíèå ñëåäóþùåãî âèäà

0 Z Z Zp 0.i j

Çäåñü i � óìíîæåíèå íà p è äëÿ ëþáîãî b ∈ Z âåëè÷èíà j(b) � îñòàòîê b
ïî ìîäóëþ p. Äëÿ ïðîñòîòû, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü b̄ := j(b) è, åñëè a =
(a1, a2, . . . , an) ∈ Z

n
, òî ā := (ā1, ā2, . . . , ān) ∈ Z

n
p .

Ïóñòü R è T � ðåøåíèÿ n-SE íà Z è Zp, ñîîòâåòñòâåííî. Çà�èêèðóåì

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ñå÷åíèå ϕ : Zp → Z. Êàæäûé ýëåìåíò b ∈ Z

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(b− ϕ(b̄), b̄) ∈ Z× Zp.

Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå

a 7→ R(a− ϕn(ā)) + ϕnT (ā)

ðåøåíèå n-SE íà Z.

Íàïðèìåð, ïóñòü n = 3, R = id è T : (x, y, z) 7→ (x+2y− 2z, 2z− y, z) �
ðåøåíèÿ TE íà Z è Zp, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà îòîáðàæåíèå

(x, y, z) 7→
(
(x+ 2y − 2z) + x− x̄, (2z − y) + y − ȳ, z

)

åñòü íîâîå ðåøåíèå TE íà Z, ãäå ñå÷åíèå âêëàäûâàåò Zp â Z êàê ïåðâûå p
íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.
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� 8. Îáðàòíûé ïðåäåë ðåøåíèé

Ïóñòü A � êàòåãîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì â êîòîðîé èìååò ñìûñë

n-SE. Íàïðèìåð, êàòåãîðèÿ ãðóïï, êîëåö, ìîäóëåé è ò.ä. Îïðåäåëèì êà-

òåãîðèþ CA(n) ïàð (X,RX) ãäå X � îáúåêò â A è RX � ðåøåíèå n-SE.
Ìîð�èçìû â êàòåãîðèè CA(n) � ýòî ìîð�èçìû A ñ äîïîëíèòåëüíûì óñîë-

âèåì,

Mor((X,RX), (Y,RY )) = {f ∈ Mor(X, Y ) | f ◦RX = RY ◦ f}.

Ïîêàæåì êàê îïðåäåëèòü ðåøåíèÿ íà îáðàòíûõ ïðåäåëàõ. Îïðåäåëåíèå

îáðàòíîãî ïðåäåëà è åãî ñâîéñòâà ìîæíî íàéòè â [42, Chapter 3℄. Ïóñòü D �

ìàëàÿ êàòåãîðèÿ è F : D → CA(n) � äèàãðàììà. Ïðèìåíÿÿ çàáûâàþùèé

�óíêòîð T : CA(n) → A, ìû ïîëó÷àåì äèàãðàììó â A.

Ïðåäëîæåíèå 8.55. Åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ïðåäåë lim(T ◦ F) â
A, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ïðåäåë limF â CA(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðåäåëû êîììóòèðóþò ñ ïðåäåëàìè, èìååì

ðàâåíñòâî

lim
a∈D

F(a)n = (lim
a∈D

F(a))n.

Ïóñòü X = lim(T ◦ F)n è F � ýòî Fn
. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà A ∈ D

ïóñòü pA ∈ Mor(X,F (A)) � ìîð�èçì èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà. Çàäàäèì

îòîáðàæåíèå R íà X êàê

(xA)A∈D 7→ (RA(xA))A∈D.

Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî R(X) ⊂ X . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîé, ÷òî R(x) 6∈ X , çíà÷èò, íàéä¼òñÿ ìîð�èçì fAB

òàêîé, ÷òî

fAB ◦ pA(R(x)) 6= pB(R(x)),

÷òî ýêâèâàëåíòíî

fAB ◦RA(xA) 6= RB(xB).

Èç óñëîâèÿ íà ìîð�èçìû â êàòåãîðèè, èìååì

RB(fAB(xA)) 6= RB(xB).

È, òàê êàê f(xA) = xB, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Äëÿ ëþáûõ îáúåòîâ A,B ∈ D è ìîð�èçìà f ∈ Mor(A,B) ìû èìååì

êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó
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X

F (A) F (B)

pA pB

fAB

ãäå fAB = F (f).
Òàê êàê xA = pA(x), èç óñëîâèÿ íà ìîð�èçìû, ïîëó÷àåì

fAB ◦RA ◦ pA(x) = RB ◦ fAB ◦ pA(x) = RB ◦ pB(x).

Ñëåäîâàòåëüíî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

(X,R)

(F (A), RA) (F (B), RB)

pA pB

fAB

Ñëåäñòâèå 8.56. �àññìîòðèì p-àäè÷åñêèå öåëûå Zp êàê îáðàòíûé

ïðåäåë Zpk è ïðåäïîëîæèì, ÷òî (Zpk , Rk), k = 1, 2, . . . � ðåøåíèÿ n-SE
òàêèå, ÷òî Rk ◦ (φk)

×n = Rk−1, ãäå φk � ïðîåêöèÿ Zpk → Zpk−1 . Òîãäà ýòî

ñåìåéñòâî îïðåäåëÿåò ðåøåíèå (Zp, R) óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñà.

Ïðèìåð 8.57. Âîçüì¼ì ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ ðåøåíèé TE íà Zpk ,

Rk(x, y, z) = (akx, (1− akbk)x+ bky, (1− akbk)ckx+ (1− bkck)y + ckz),

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîý��èöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

ak+1 mod pk = ak, bk+1 mod pk = bk, ck+1 mod pk = ck.

Òîãäà ýòî ñåìåéñòâî Rk ïîðîæäàåò ðåøåíèå R íà Zp,

R(x, y, z) = (ax, (1− ab)x + by, (1− ab)cx+ (1− bc)y + cz),

ãäå a, b è c � p-àäè÷åñêèå ÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

a = (a1, . . . , ak, . . .), b = (b1, . . . , bk, . . .), c = (c1, . . . , ck, . . .).

� 9. Óðàâíåíèå òåòðàýäðà è ñîîòâåòñòâóþùèå

àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû
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Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå òåòðàýäðà (TE),

R123R145R246R356 = R356R246R145R123,

è ïîä ðåøåíèåì ìû áóäåì èìåòü ââèäó òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ðåøåíèå

ýòîãî óðàâíåíèÿ.

9.1. 3-òåðíîèäû. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ îäíîé òåðíàðíîé îïåðà-

öèåé íàçûâàåòñÿ òåðíàðîì, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ k òåðíàðíûìè îïå-

ðàöèÿìè íàçûâàåòñÿ k-òåðíîèäîì. Åñëè R = (f, g, h) : X3 → X3
� ðåøå-

íèå TE íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X , òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íà X òðè

òåðíàðíûå îïåðàöèè [·, ·, ·]i : X
3 → X , i = 1, 2, 3, ïî ïðàâèëàì

[a, b, c]1 = f(a, b, c), [a, b, c]2 = g(a, b, c), [a, b, c]3 = h(a, b, c), a, b, c ∈ X.

Äëÿ ïðîñòîòû, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ðàçëè÷íûå îïåðàöèè ðàçíûìè âèäàìè

ñêîáîê è ïèñàòü

[a, b, c]1 = [a, b, c], [a, b, c]2 = 〈a, b, c〉, [a, b, c]3 = {a, b, c}.

Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 9.58. Ïóñòü (X, [·, ·, ·], 〈·, ·, ·〉, {·, ·, ·})� 3-òåðíîèä. Òîãäà

îí îïðåäåëÿåò ðåøåíèå TE åñëè è òîëüêî åñëè ñëåäóþùèå øåñòü ðàâåíñòâ

âûïîëíåííû äëÿ âñåõ (x, y, z, t, p, q) ∈ X6

[[x, 〈y, t, {z, p, q}〉, 〈z, p, q〉], [y, t, {z, p, q}], [z, p, q]] = [[x, y, z], t, p],

〈[x, 〈y, t, {z, p, q}〉, 〈z, p, q〉], [y, t, {z, p, q}], [z, p, q]〉=

= [〈x, y, z〉, 〈[x, y, z], t, p〉, q],

{[x, 〈y, t, {z, p, q}〉, 〈z, p, q〉], [y, t, {z, p, q}], [z, p, q]}=

= [{x, y, z}, {[x, y, z], t, p}, {〈x, y, z〉, 〈[x, y, z], t, p〉, q}],

〈x, 〈y, t, {z, p, q}〉, 〈z, p, q〉〉 = 〈〈x, y, z〉, 〈[x, y, z], t, p〉, q〉,

{x, 〈y, t, {z, p, q}〉, 〈z, p, q〉} =

= 〈{x, y, z}, {[x, y, z], t, p}, {〈x, y, z〉, 〈[x, y, z], t, p〉, q}〉,

{y, t, {z, p, q}} = {{x, y, z}, {[x, y, z], t, p}, {〈x, y, z〉, 〈[x, y, z], t, p〉, q}}.

Ñëåäóþùèå òðè ñëåäñòâèÿ îïèñûâàþò ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ TE.

Ñëåäñòâèå 9.59. Ïóñòü (X, [·, ·, ·]) � òåðíàð. Îòîáðàæåíèå R : X3 →
X3

,

R(a, b, c) = ([a, b, c], b, c), a, b, c ∈ X,

óäîâëåòâîðÿåò TE åñëè è òîëüêî åñëè

[[x, t, p], [y, t, q], [z, p, q]] = [[x, y, z], t, p], äëÿ âñåõ x, y, z, t, p, q ∈ X.
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Ñëåäñòâèå 9.60. Ïóñòü (X, [·, ·, ·]) � òåðíàð. Îòîáðàæåíèå R : X3 →
X3

,

R(a, b, c) = (a, [a, b, c], c), a, b, c ∈ X.

óäîâëåòâîðÿåò TE åñëè è òîëüêî åñëè

[[x, y, z], [x, t, p], q] = [x, [y, t, q], [z, p, q]], äëÿ âñåõ x, y, z, t, p, q ∈ X.
(9.1.11)

Ñëåäñòâèå 9.61. Ïóñòü (X, [·, ·, ·]) � òåðíàð. Îòîáðàæåíèå R : X3 →
X3

,

R(a, b, c) = (a, b, [a, b, c]), a, b, c ∈ X.

óäîâëåòâîðÿåò TE åñëè è òîëüêî åñëè

[[x, y, z], [x, t, p], [y, t, q]] = [y, t, [z, p, q]], äëÿ âñåõ x, y, z, t, p, q ∈ X. (9.1.12)

Çàìå÷àíèå 9.62. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàâåíñòâî â Ñëåäñòâèè 9.60

áîëåå ñèììåòðè÷íîå, ÷åì ðàâåíñòâà â Ñëåäñòâèè 9.59 è Ñëåäñòâèè 9.61.

Â ÷àñòíîñòè, îíî èìååò îäèíàêîâîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ â ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòè, â òî âðåìÿ êàê â äâóõ äðóãèõ óðàâíåíèÿõ ÷èñëî ïåðåìåííûõ â ëåâîé

è ïðàâîé ÷àñòè îòëè÷àåòñÿ.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèå èç Ñëåäñòâèÿ 9.59 ýëåìåíòàðíûì ðåøåíè-

åì ïåðâîãî òèïà èëè ïðîñòî 1-ýëåìåíòàðíûì ðåøåíèåì; ðåøåíèå èç Ñëåä-

ñòâèÿ 9.60 ýëåìåíòàðíûì ðåøåíèåì âòîðîãî òèïà èëè 2-ýëåìåíòàðíûì
ðåøåíèåì; è ðåøåíèå èç Ñëåäñòâèÿ 9.61 ýëåìåíòàðíûì ðåøåíèåì òðå-

òüåãî òèïà èëè 3-ýëåìåíòàðíûì ðåøåíèåì.

Ïóñòü P13 : X3 → X3
, P13(x, y, z) = (z, y, x) � ïåðåñòàíîâêà ïåðâîé è

òðåòüåé êîìïîíåíòû. Åñëè R � ýòî 1-ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå, òî P13RP13 �

ýòî 3-ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå, è íàîáîðîò. Ïîýòîìó, íàì äîñòàòî÷íî èçó÷àòü

1- è 2-ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ.

9.2. 1-ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ 1-ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé TE ìû ââåä¼ì àëãåáðàè÷åñêóþ

ñèñòåìó (X, ∗, ◦, ⊳, ⊲) ñ ÷åòûðüìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè óäîâëåòâîðÿþ-

ùèìè ñîîòíîøåíèÿì:

x ◦ y = (x ⊳ z) ◦ (y ⊳ z);

(x ◦ y) ∗ (z ◦ w) = (x ∗ z) ◦ (y ∗ w);

(x ⊲ y) ⊲ z = (x ⊲ z) ⊲ (y ∗ z);

(x ∗ y) ⊳ z = x ⊲ (y ◦ z).

Ìû áóäåì íàçûâàòü å¼ ïåðâûì òåòðàýäðàëüíûì 4-ãðóïïîèäîì èëè T1-

ãðóïïîèäîì.
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Ïðåäëîæåíèå 9.63. T1-ãðóïïîèä ïîðîæäàåò 1-ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå

(X,R) óðàâíåíèÿ òåòðàýäðà ïî ïðàâèëó

R(x, y, z) = (x ⊲ (y ◦ z), y, z), x, y, z ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî R � ðåøåíèå, äîñòàòî÷íî ïðî-

âåðèòü, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó èç Ñëåäñòâèÿ 9.59. Ýòî ðàâåíñòâî

ïðèíèìàåò âèä

(x ⊲ (t ◦ p)) ⊲ ((y ⊲ (t ◦ q)) ◦ (z ⊲ (p ◦ q))) = (x ⊲ (y ◦ z)) ⊲ (t ◦ p).

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ê ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì

(x ⊲ (t ◦ p)) ⊲ ((y ⊲ (t ◦ q)) ◦ (z ⊲ (p ◦ q))) =

= (x ⊲ (t ◦ p)) ⊲ (((y ∗ t) ⊳ q) ◦ ((z ∗ p) ⊳ q)) =

= (x ⊲ (t ◦ p)) ⊲ ((y ∗ t) ◦ (z ∗ p)) = (x ⊲ (t ◦ p)) ⊲ ((y ◦ z) ∗ (t ◦ p)) =

= (x ⊲ (y ◦ z)) ⊲ (t ◦ p).

Ïðèìåð 9.64. �àññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (V, ∗, ◦, ⊳, ⊲) íà
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ñ îïåðàöèÿìè îïðåäåë¼ííûìè ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

x ∗ y := βx+ (1− β)y,

x ◦ y := x− y,

x ⊳ y := x+ (β − 1)y,

x ⊲ y := βx+ (1− β)y,

ãäå β � íåêîòîðûé ýíäîìîð�èçì V . Ýòà ñèñòåìà ïîðîæäàåò ðåøåíèå

R(x, y, z) = (βx+ (1− β)y + (β − 1)z, y, z), x, y, z ∈ V.

Ñóùåñòâóþò 2-ãðóïïîèäû, ïîõîæèì îáðàçîì äàþùèå 1-ýëåìåíòàðíûå

ðåøåíèÿ. �àññìîòðèì ñèñòåìó (X, ∗, ◦) ñî ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

x ◦ y = (x ◦ z) ◦ (y ◦ z);

(x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z);

(x ◦ y) ∗ (z ◦ w) = (x ∗ z) ◦ (y ∗ w).

Íàçîâ¼ì å¼ ðåäóöèðîâàííûì ïåðâûì òåòðàýäðàëüíûì 4-ãðóïïîèäîì èëè

ïðîñòî ðåäóöèðîâàííûì T1-ãðóïïîèäîì.

Ïðåäëîæåíèå 9.65. �åäóöèðîâàííûé T1-ãðóïïîèä ïîðîæäàåò 1 -

ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå (X,R) óðàâíåíèÿ òåòðàýäðà, ãäå

R(x, y, z) = (x ∗ (y ◦ z), y, z), x, y, z ∈ X.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû R áûëî ðåøåíèåì, îíî äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü

ðàâåíñòâó èç Ñëåäñòâèÿ 9.59, êîòîðîå ïðèíèìàåò âèä

(x ∗ (t ◦ p)) ∗ ((y ∗ (t ◦ q)) ◦ (z ∗ (p ◦ q))) = (x ∗ (y ◦ z)) ∗ (t ◦ p).

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ê ëåâîé ÷àñòè, ïîëó÷àåì

(x ∗ (t ◦ p)) ∗ ((y ∗ (t ◦ q)) ◦ (z ∗ (p ◦ q))) =

= (x ∗ (t ◦ p)) ∗ ((y ◦ z) ∗ ((t ◦ q) ◦ (p ◦ q))) =

= (x ∗ (t ◦ p)) ∗ ((y ◦ z) ∗ (t ◦ p)) = (x ∗ (y ◦ z)) ∗ (t ◦ p).

Ïðèìåð 9.66. �àññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (V, ∗, ◦) íà âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå V ñ îïåðàöèÿìè îïðåäåë¼ííûìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x ∗ y := βx+ (1− β)y,

x ◦ y := x− y,

ãäå β � íåêîòîðûé �èêñèðîâàííûé ýíäîìîð�èçì V . Èç ýòîé ñèñòåìû ìû

ïîëó÷àåì 1-ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå

R(x, y, z) = (βx+ (1− β)y + (β − 1)z, y, z), x, y, z ∈ V.

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà î÷åíü ïîõîæà íà ñèñòåìó èç ïðèìåðà 9.64. Â

îáùåì ñëó÷àå âåðíî, ÷òî åñëè â T1-ãðóïïîèäå x∗y = x⊲y, òî ïðè îòáðàñû-
âàíèè îïåðàöèé x ⊳ y è x ⊲ y ïîëó÷àåòñÿ ðåäóöèðîâàííûé T1-ãðóïïîèä. Íå

ÿñíî ñóùåñòâóþò ëè òàêèå T1-ãðóïïîèäû, ÷òî îòáðàñûâàíèå x⊳ y è x⊲ y íå
äàñò ðåäóöèðîâàííûé T1-ãðóïïîèä.

9.3. 2-ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ 2-ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé TE ìû ââåä¼ì àëãåáðàè÷åñêóþ

ñèñòåìó (X, ∗, ◦, ⊳, ⊲) ñ ÷åòûðüìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè óäîâëåòâîðÿþ-

ùèìè ñîîòíîøåíèÿì:

x ⊲ (y ∗ z) = (x ⊲ y) ∗ (x ⊲ z),

(x ◦ y) ⊳ z = (x ⊳ z) ◦ (y ⊳ z),

(x ∗ y) ◦ (z ∗ w) = (x ◦ z) ∗ (y ◦ w),

(x ⊲ y) ⊳ z = x ⊲ (y ⊳ z),

(x ∗ y) ⊳ z = x ⊲ (y ◦ z).

Äàëüøå ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó âòîðûì òåò-

ðàýäðàëüíûì 4-ãðóïïîèäîì è îáîçíà÷àòü å¼ T2-ãðóïïîèäîì.
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Ïðåäëîæåíèå 9.67. Ëþáîé T2-ãðóïïîèä X îïðåäåëÿåò 2-ýëåìåíòàðíîå

ðåøåíèå (X,R) óðàâíåíèÿ òåòðàýäðà ïî �îðìóëå

R(x, y, z) = (x, x ⊲ (y ◦ z), z), x, y, z ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû R áûëî ðåøåíèåì, îíî äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü

ðàâåíñòâó èç Ñëåäñòâèÿ 9.60. Ýòî ðàâåíñòâî ïðèíìàåò �îðìó

x ⊲ ((y ⊲ (t ◦ q)) ◦ (z ⊲ (p ◦ q))) = (x ⊲ (y ◦ z)) ⊲ ((x ⊲ (t ◦ p)) ◦ q).

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ T2-ãðóïïîèäà ê ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ïî-

ëó÷àåì

x ⊲ ((y ⊲ (t ◦ q)) ◦ (z ⊲ (p ◦ q))) = x ⊲ (((y ∗ t) ⊳ q) ◦ ((z ∗ p) ⊳ q)) =

= x ⊲ (((y ∗ t) ◦ (z ∗ p)) ⊳ q) = (x ⊲ ((y ◦ z) ∗ (t ◦ p))) ⊳ q =

= ((x ⊲ (y ◦ z)) ∗ (x ⊲ (t ◦ p))) ⊳ q = (x ⊲ (y ◦ z)) ⊲ ((x ⊲ (t ◦ p)) ◦ q).

Òåïåðü, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü 2-ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå (X,R)
óðàâíåíèÿ òåòðàýäðà, ãäå

R(x, y, z) = (x, [x, y, z], z), x, y, z ∈ X.

Ìû ìîæåì çàäàòüñÿ âîïðîñîì: îïðåäåëåíî ëè ýòî ðåøåíèå T2-ãðóïïîèäîì?

Èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà

òåðíàð (X, [·, ·, ·]), îòâåò ïîëîæèòåëüíûé.

Ïðåäëîæåíèå 9.68. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåðíàð (X, [·, ·, ·]) îïðåäåëÿåò
ðåøåíèå TE, è ñóùåñòâóþò ýëåìåíò c ∈ X òàêîé, ÷òî [c, c, c] = c, è �óíê-

öèÿ {·} : X → X òàêàÿ, ÷òî {[c, x, c]} = [c, {x}, c] = x, [{x}, {y}, c] =
{[x, y, c]} è [c, {x}, {y}] = {[c, x, y]}. Åñëè ìû çàäàäèì

x∗y = [x, y, c], x◦y = [c, x, y], x⊲y = [x, {y}, c], x⊳y = [c, {x}, y],

äëÿ âñåõ x, y ∈ X , òî (X, ∗, ◦, ⊲, ⊳) � T2-ãðóïïîèä.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

(x ∗ y) ◦ (z ∗ w) = [c, [x, y, c], [z, w, c]] =

= [[c, x, z], [c, y, w], c] = (x ◦ z) ∗ (y ◦ w);

x ⊲ (y ∗ z) = [x, {[y, z, c]}, c] = [x, [{y}, {z}, c], [c, c, c]] =

= [[x, {y}, c], [x, {z}, c], c] = (x ⊲ y) ∗ (x ⊲ z);

(x ◦ y) ⊳ z = [c, {[c, x, y]}, z] = [[c, c, c], [c, {x}, {y}], z] =

= [c, [c, {x}, z], [c, {y}, z]] = (x ⊳ z) ◦ (y ⊳ z);

(x ⊲ y) ⊳ z = [c, {[x, {y}, c]}, z] = {[c, [x, {y}, c], [c, z, c]]} =

= {[[c, x, c], [c, {y}, z], c]} = [x, {[c, {y}, z]}, c] = x ⊲ (y ⊳ z);

x ⊲ (y ◦ z) = [x, {[c, y, z]}, c] = {[[c, x, c], [c, y, z], c]} =

= {[c, [x, y, c], [c, z, c]]} = [c, {[x, y, c]}, z] = (x ∗ y) ⊳ z,

ò.å. âñå ñîîòíîøåíèÿ T2-ãðóïïîèäà âûïîëíåííû.

À çíà÷èò, èñïîëüçóÿ îïåðàöèè, ïîñòðîåííûå â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæå-

íèè, ìîæíî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå

(x, y, z) 7→ (x, ⊲(y ◦ z), z), x, y, z ∈ X,

äàþùåå ðåøåíèå TE.

Âîïðîñ 9.69. Âåðíî ëè, ÷òî ýòî ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì? Äðó-

ãèìè ñëîâàìè, âåðíî ëè, ÷òî [x, y, z] = x ⊲ (y ◦ z) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X?

Ïðèìåð 9.70. �àññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (V, ∗, ◦, ⊳, ⊲), ãäå
V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è îïåðàöèè îïðåäåëåíû êàê:

x ∗ y := (1− β)x+ βy,

x ◦ y := βx+ (1− β)y,

x ⊳ y := (1− β)x+ y,

x ⊲ y := x+ (1− β)y,

ãäå β � íåêîòîðûé �èêñèðîâàííûé ýíäîìîð�èçì V . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî ýòà ñèñòåìà � T2-ãðóïïîèä. È ìû ìîæåì ïîëó÷èòü 2-ýëåìåíòàðíîå

ðåøåíèå (V,R) åñëè ïîëîæèì

R(x, y, z) = (x, (1− β)x+ βy + (1− β)z, z), x, y, z ∈ V.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè β àâòîìîð�èçì, òî âçÿâ c := 0 è {x} := β−1x ìû

ìîæåì èçâëå÷ü T2-ãðóïïîèä (V, ∗, ◦, ⊳, ⊲) èç ðåøåíèÿ (V,R).
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Çàìå÷àíèå 9.71. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî â T2-ãðóïïîèäå (V, ∗, ◦, ⊳, ⊲)
èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû (V, ∗) è (V, ◦)� êâàíäëû

Àëåêñàíäåðà.

� 10. Âåðáàëüíûå ðåøåíèÿ

Ïóñòü G � ãðóïïà, âåðáàëüíûì ðåøåíèåì n-SE íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå

(G,R) âèäà

R(g1, g2, . . . , gn) = (w1(g1, g2, . . . , gn), w2(g1, g2, . . . , gn), . . . , wn(g1, g2, . . . , gn)),

ãäå wi = wi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n � ïðèâåä¼ííûå ñëîâà â ñâî-

áîäíîé ãðóïïå Fn = 〈x1, ... , xn〉. Âåðáàëüíîå ðåøåíèå R íàçûâàåòñÿ k-
ýëåìåíòàðíûì åñëè êàæäîå ñëîâî wi, çà èñêëþ÷åíèåì wk, ðàâíî xi.

10.1. Óíèâåðñàëüíûå âåðáàëüíûå ðåøåíèÿ. Åñëè (G,R) � âåð-

áàëüíîå ðåøåíèå n-SE è ϕ : G → H � ãîìîìîð�èçì, òî (Ker(ϕ), R|Ker(ϕ))�
ðåøåíèå n-SE, è îíî äà¼ò ðåøåíèå (ϕ(G), Rϕ), ãäå

Rϕ(ϕ(g1), ϕ(g2), . . . , ϕ(gn)) = (ϕ(g′1), ϕ(g
′
2), . . . , ϕ(g

′
n)),

è

R(g1, g2, . . . , gn) = (g′1, g
′
2, . . . , g

′
n).

Êàê èçâåñòíî, äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå R : G2 →
G2

ÿâëÿþùååñÿ ýëåìåíòàðíûì ðåøåíèåì YBE. Òàêîå ðåøåíèå ìîæíî ïî-

ñòðîèòü, âçÿâ íåêîòîðûé êâàíäë íà G, íàïðèìåð, êâàíäë ñîïðÿæåíèÿ
Conj(G) èëè îñíîâíîé êâàíäë Core(G). Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ñ�îðìó-

ëèðîâàòü

Âîïðîñ 10.72. Ïóñòü G � ãðóïïà. Ñóùåñòâóåò ëè îòîáðàæåíèå R :
Gn → Gn

, n > 2, äàþùåå íåòðèâèàëüíûå íåâûðîæäåííûå (ýëåìåíòàðíûå)
ðåøåíèÿ n-SE?

Ïîä òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì ìû èìååì ââèäó ïåðåñòàíîâêó êîìïîíåíò.

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ðàññìàòðèâàåì ýëåìåíòàðíûå âåðáàëüíûå ðåøå-

íèÿ TE íà ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå, ýòî ýêâèâàëåíòíî èçó÷åíèþ ðåøåíèé íà

ñâîáîäíîé ãðóïïå F6. Äëÿ íà÷àëà íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç

êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ãðóïï. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó Fn êàê

ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå n êîïèé áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû è ïðåä-

ñòàâëÿòü ýëåìåíòû èç Fn êàê ïðèâåä¼ííûå ñëîâà

w = xα1

i1
xα2

i2
. . . xαk

ik
, αj ∈ Z\{0}, ij 6= ij+1 äëÿ j = 1, 2, . . . , k−1. (10.1.13)
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Ïîäñëîâî x
αj

ij
íàçûâàåòñÿ ñëîãîì. ×èñëî k íàçûâàþò ñëîãîâîé äëèíîé ñëîâà

w è îáîçíà÷àþò l(w), i-ñëîãîâàÿ äëèíà ñëîâà w � ýòî ÷èñëî ñëîãîâ ëåæàùèõ

â 〈xi〉, îíà îáîçíà÷àåòñÿ li(w). Íàïðèìåð, äëÿ ñëîâà w = x−5
3 x2

1x
−7
2 x1x

8
3 ∈ F3

èìååì l(w) = 5, l1(w) = l3(w) = 2, l2(w) = 1.
Ìû òàêæå áóäåì ãîâîðèòü î öèêëè÷åñêè ïðèâåä¼ííûõ �îðìàõ ñëîâ.

Ñëîâî (10.1.13) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêè ïðèâåä¼ííûì åñëè ëèáî i1 6= ik,
ëèáî i1 = ik è α1αk > 0. Íå ïðèâåä¼ííîå öèêëè÷åñêè ñëîâî w èìååò âèä

w ≡ u−1w0u, ãäå w0 � öèêëè÷åñêè ïðèâåä¼ííîå ïîäñëîâî ñëîâà w, à ≡
îçíà÷åò ðàâåíñòâî ñëîâ (ïîáóêâåííîå). Ïðè ýòîì wm ≡ u−1wm

0 u äëÿ ëþ-

áîãî öåëîãî m. Íàïðèìåð, x−5
3 x2

1x
−7
2 x1x

8
3 = x−5

3 (x2
1x

−7
2 x1x

3
3)x

5
3 è ïîäñëîâî

x2
1x

−7
2 x1x

3
3 öèêëè÷åñêè ïðèâåäåíî.

Ëåììà 10.73. Ïóñòü w = w(x1, . . . , xn) � ïðèâåä¼ííîå ñëîâî â ñâî-

áîäíîé ãðóïïå Fn, è lj(w) = k > 0 äëÿ íåêîòîðîãî j, 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà
lj(w

m) ≥ k äëÿ ëþáîãî öåëîãî m 6= 0. Áîëåå òîãî, ïåðâûé è ïîñëåäíèé

ñèìâîëû w ñîâïàäàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïåðâûìè è ïîñëåäíèìè ñèìâîëà-

ìè wm
äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî m > 0. Äîêàçàòåëüñòâî
äëÿ ñëó÷àÿ m < 0 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü, äëÿ íà÷àëà, ñëîâî w öèêëè÷åñêè ïðèâåäåíî. Åñëè l(w) = lj(w) =
1, òî w = xα

j äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî öåëîãî α è óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî,

èñòèííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l(w) > 1 è w èìååò �îðìó (10.1.13). Åñëè i1
èëè ik îòëè÷íû îò j, òî lj(w

m) = km. Åñëè i1 = ik = j, òîãäà k > 1 è

lj(w
m) = km− (m− 1) = m(k − 1) + 1.

Òàê êàê m ≥ 2, èìååì m(k − 1) + 1 ≥ 2(k − 1) + 1 = 2k − 1 ≥ k.
Åñëè w íå öèêëè÷åñêè ïðèâåäåíî, òîãäà w ≡ u−1w0u. Åñëè k = lj(w) =

2lj(u)+ lj(w0), òîãäà lj(w
m) = 2lj(u)+ lj(w

m
0 ). Èç âûøåñêàçàííîãî lj(w

m
0 ) ≥

lj(w0). Òàêèì îáðàçîì, lj(w
m) ≥ 2lj(u) + lj(w0) ≥ k. Ïóñòü k = lj(w) =

2lj(u) + lj(w0) − 1, ýòî âîçìîæíî, åñëè ïîñëåäíèé ñëîã u−1
è ïåðâûé ñëîã

w0 îáà ëåæàò â 〈xj〉, èëè ïîñëåäíèé ñëîã w0 è ïåðâûé ñëîã u ëåæàò â 〈xj〉
(çàìåòèì, ÷òî äâà ýòèõ ñëó÷àÿ íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî). Òîãäà

lj(w
m) = 2lj(u) + lj(w

m
0 )− 1 ≥ 2lj(u) + lj(w0)− 1 ≥ k.

Âòîðàÿ ÷àñòü ëåììû òðèâèàëüíà.

Ëåììà 10.74. Ïóñòü w = w(x1, x2) è g = g(x1, x2, x3) � ïðèâåä¼ííûå

ñëîâà â ñâîáîäíîé ãðóïïå F5 òàêèå, ÷òî l(w) = k, l3(g) = m > 0, l(g) > 1.
Äëÿ n = l3(w(g(x1, x2, x3), g(x4, x5, x3))) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåí-
ñòâà:

n ≥ m, åñëè k = 1, (10.1.14)

n ≥ 2(m− 1) + (m− 2)(k − 2), åñëè k ≥ 2, m ≥ 2. (10.1.15)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

w = xα1

1 xβ1

2 xα2

1 xβ2

2 . . . xαs

1 xβs

2 , αj, βj ∈ Z, è òîëüêî α1 è βs ìîãóò áûòü íóëÿìè.
(10.1.16)

Åñëè k = 1, òî w ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñòåïåíüþ x1, ëèáî ñòåïåíüþ x2. Â ýòîì

ñëó÷àå íåîáõîäèìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç Ëåììû 10.73.

Äîêàæåì (10.1.15). Åñëè m ≥ 2, òî â ñëîâå g(x1, x2, x3)
a g(x4, x5, x3)

b

ñîêðàùåíèå x3 ìîæåò ïðîèçîéòè ëèøü åäèíîæäû, à çíà÷èò,

l3(g(x1, x2, x3)
a g(x4, x5, x3)

b) ≥ (m− 1) + (m− 1).

Äàëåå, â ñëîâå g(x1, x2, x3)
a g(x4, x5, x3)

b g(x1, x2, x3)
c
ñîêðàùåíèå x3 ìîæåò

ïðîèçîéòè ëèøü äâàæäû, à çíà÷èò,

l3(g(x1, x2, x3)
a g(x4, x5, x3)

b g(x1, x2, x3)
c) ≥ (m− 1) + (m− 2) + (m− 1).

Ïîâòîðÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå k ðàç, ìû ïîëó÷èì (10.1.15).

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ èç ïðåäûäóùåé ëåììû èìååì

Ëåììà 10.75. Ïóñòü w = w(x1, x2), l(w) = k ≥ 2 è

g(x1, x2, x3) ≡ g1(x1, x2) x
α
3 g2(x1, x2), gi 6≡ 1, α 6= 0.

Åñëè n = l3(w(g(x1, x2, x3), g(x4, x5, x3))), òî n = k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

w = xα1

1 xβ1

2 xα2

1 xβ2

2 . . . xαs

1 xβs

2 , αj, βj ∈ Z, è òîëüêî α1 è βs ìîãóò áûòü íóëÿìè.
(10.1.17)

�àñïèøåì

w(g(x1, x2, x3), g(x4, x5, x3)) = w(g1(x1, x2) x
α
3 g2(x1, x2), g1(x4, x5) x

α
3 g2(x4, x5))

= (g1(x1, x2) x
α
3 g2(x1, x2))

α1 (g1(x4, x5) x
α
3 g2(x4, x5))

β1 (g1(x1, x2) x
α
3 g2(x1, x2))

α2 ·

·(g1(x4, x5) x
α
3 g2(x4, x5))

β2 . . . (g1(x1, x2) x
α
3 g2(x1, x2))

αs (g1(x4, x5) x
α
3 g2(x4, x5))

βs.

Èç íåòðèâèàëüíîñòè ñëîâ g1 è g2 ìîæåì âèäåòü, ÷òî ñîêðàùåíèÿ âîçìîæíû

òîëüêî âíóòðè ñëîâ

(g1(x1, x2) x
α
3 g2(x1, x2))

αi
èëè (g1(x4, x5) x

α
3 g2(x4, x5))

βi,

íî íåâîçìîæíû ìåæäó ýòèìè ñëîâàìè. Òàêèì îáðàçîì n = k.

Îïèñàíèå âåðáàëüíûõ 3-ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé TE äà¼ò ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 1, C. 5-72

Mat. Trudy, 2024, vol. 27, no. 1, pp. 5-72



Áàðäàêîâ Â.�., ×óæèíîâ Á.Á., Åìåëüÿíåíêîâ È.À. è äð. 59

Òåîðåìà 10.76. Ïóñòü R : G3 → G3
� âåðáàëüíîå 3-ýëåìåíòàðíîå ðåøå-

íèå TE â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå G òîãäà âûïîëíåííî îäíî èç ñëåäóþùåãî:

1. R(x, y, z) = (x, y, yx−1),

2. R(x, y, z) = (x, y, x−1y),

3. R(x, y, z) = (x, y, w(y, z)), ãäå R′(y, z) = (y, w(y, z)) � ðåøåíèå YBE â

ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè

R(x, y, z) = (x, y, w(x, y, z)), x, y, z ∈ G,

ðåøåíèå TE, òî ïî ñëåäñòâèþ 9.59

w(w(x, y, z), w(x, t, p), w(y, t, q)) = w(y, t, w(z, p, q)). (10.1.18)

Ïðåäïîëîæèì, äëÿ íà÷àëà, ÷òî w íå ñîäåðæèò x, ò.å. w(x, y, z) = w(y, z).
Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (10.1.18) ïðèíèìàåò âèä

w(w(t, p), w(t, q)) = w(t, w(p, q)).

Òàêèì îáðàçîì R′(y, z) = (y, w(y, z))� ðåøåíèå YBE â ïðîèçâîëüíîé ãðóï-

ïå G.
Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî w(x, y, z) çàâèñèò îò x. Ìû ðàññìîòðèì 3

ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé 1: w(x, y, z) = w(x, z).
Â ýòîì ñëó÷àå (10.1.18) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

w(w(x, z), w(y, q)) = w(y, w(z, q)). (10.1.19)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà çàâèñèò îò x. Òàêèì îáðàçîì ýòîò

ñëó÷àé íå âîçìîæåí.

Ñëó÷àé 2: w(x, y, z) = w(x, y, z), ò.å. w çàâèñèò îò âñåõ ïîðîæäàþùèõ.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

w(x, y, z) ≡ zα1g1(x, y)z
α2 . . . gn(x, y)z

αn+1, αj ∈ Z, è òîëüêî α1 è αn+1

ìîãóò áûòü íóëÿìè.

Çíà÷èò ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ëåâóþ ÷àñòü (10.1.18):

(w(y, p, q))α1g1(w(x, y, z), w(x, t, p))(w(y, p, q))
α2 . . . gn(w(x, y, z), w(x, t, p))

(w(y, p, q))αn+1.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî gi(x1, x2) ñëîâî gi(w(x, y, z), w(x, t, p)) çàâèñèò
îò t è z. Áîëåå òîãî, òàê êàê (w(y, p, q))αi

çàâèñèò îò q äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ
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αi, ñëîâà gi(w(x, y, z), w(x, t, p)) íå äîëæíû çàâèñåòü îò x. Èç ëåììû 10.75

ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñëîâî gi(w(x, y, z), w(x, t, p)) íå çàâèñèò îò x, òî w =
xγh(y, z) èëè w = h(y, z)xγ

äëÿ íåêîòîðûõ 0 6= γ ∈ Z è h(x, y) ∈ F2(x, y).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w = xγh(y, z). Åñëè ñóùåñòâóåò gi0 = yk äëÿ íåêîòî-

ðîãî k ∈ Z, òî ïî ëåììå 10.73 ñëîâî gi0(w(x, y, z), w(x, t, p)) çàâèñèò îò x.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî h(y, z) = yαzβ , ãäå α, β ∈ Z\{0}.
Òàêèì îáðàçîì â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

(xγyαzβ)γ(xγtαpβ)α(yγpαqβ)β = yγtα(zγpαqβ)β.

Ñîêðàùåíèÿ x ìîãóò ïðîèçîéòè òîëüêî åñëè γ = −1, α = 1, çíà÷èò

z−βy−1tpβ(y−1pqβ)β = y−1t(z−1pqβ)β.

È òàê êàê β 6= 0 ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àé w = h(y, z)xγ
òàêæå íå âîçìî-

æåí.

Ñëó÷àé 3: w(x, y, z) = w(x, y).
Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (10.1.18) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

w(w(x, y), w(x, t)) = w(y, t). (10.1.20)

Ìû çíàåì, ÷òî l(w(x, y)) = k ≥ 2, è, äëÿ íà÷àëà, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

lx(w(x, y)) = m ≥ 2. Òîãäà

lx(w(w(x, y), w(x, t))) ≥ 2(m− 1) + (m− 2)(k − 2) ≥ 2(m− 1) > 0.

À çíà÷èò, w(w(x, y), w(x, t)) çàâèñèò îò x. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ÷òî

lx(w(x, y)) = m = 1 èëè, ýêâèâàëåíòíî, w(x, y) ≡ yaxbyc, ãäå b 6= 0.
Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî w(x, y) ≡ yaxbyc óäîâëåòâîðÿåò (10.1.20) åñëè

è òîëüêî åñëè w ≡ x−1y èëè w ≡ yx−1
.

Çàìå÷àíèå 10.77. Ïóñòü P13(x, y, z) = (z, y, x) � ïåðåñòàíîâêà ïåð-

âîé è òðåòüåé êîìïîíåíòû è R(x, y, z) = (x, y, w(x, y, z)) � 3-ýëåìåíòàðíîå

ðåøåíèå TE, òîãäà

P13RP13(x, y, z) = (w(z, y, x), y, z)

1-ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå TE.

Îïèñàíèå âåðáàëüíûõ 2-ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé TE äà¼ò ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 10.78. Ïóñòü R : G3 → G3
� âåðáàëüíîå 2-ýëåìåíòàðíîå

ðåøåíèå TE â ëþáîé ãðóïïå G, òîãäà âûïîëíåííî îäíî èç óòâåðæäåíèé:
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1. R(x, y, z) = (x, w(x, z), z), ãäå w ≡ xz èëè w ≡ zx,

2. R(x, y, z) = (x, w(x, y), z), ãäå R′(x, y) = (x, w(x, y)) � ðåøåíèå YBE

äëÿ ëþáîé ãðóïïû G,

3. R(x, y, z) = (x, w(y, z), z), ãäå R′(y, z) = (y, w(z, y)) � ðåøåíèå YBE

äëÿ ëþáîé ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè

R(x, y, z) = (x, w(x, y, z), z), x, y, z ∈ G,

ðåøåíèå TE, òî ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 9.60

w(w(x, y, z), w(x, t, p), q) = w(x, w(y, t, q), w(z, p, q)). (10.1.21)

Ïðåäïîëîæèì, äëÿ íà÷àëà, ÷òî w íå çàâèñèò îò x, ò.å. w(x, y, z) =
w(y, z). Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (10.1.21) ïðèíèìàåò �îðìó

w(w(t, p), q) = w(w(t, q), w(p, q)).

À çíà÷èò, R′(y, z) = (y, w(z, y)) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ YBE äëÿ ëþáîé

ãðóïïû G.
Ïðåäïîëîæèì, äàëåå, ÷òî w(x, y, z) çàâèñèò îò x. �àññìîòðè 3 ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé 1: w(x, y, z) = w(x, z).
Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (10.1.21) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

w(w(x, z), q) = w(x, w(z, q)). (10.1.22)

Ïóñòü l2(w(x1, x2)) = k ≥ 1 è l1(w(x1, x2)) = m ≥ 1. Èç ðàâåíñòâà (10.1.22)
è Ëåììû 10.73 èìååì

m = lx(w(x, w(z, q))) = lx(w(w(x, z), q)) ≥ (k − 1)m.

Òàêèì îáðàçîì l2(w(x1, x2)) ∈ {1, 2}. Àíàëîãè÷íî, l1(w(x1, x2)) ∈ {1, 2}. È,
ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé, ïîëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ: w(x, z) ≡
xz è w(x, z) ≡ zx.

Ñëó÷àé 2: w(x, y, z) = w(x, y, z).
Ïóñòü m = l1(w(x1, x2, x3)) è n = l3(w(x1, x2, x3)). Òîãäà

w ≡ ω1(x1, x2) x
α1

3 ω2(x1, x2) . . . x
αn

3 ωn+1(x1, x2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m ≥ 3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

m = lx(w(x, w(y, t, q), w(z, p, q))) =
n+1∑

i=1

lx(ωi(w(x, y, z), w(x, t, r))).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäñëîâî ωj(x1, x2) â ñëîâå w òàêîå, ÷òî

k = l(ωj(x1, x2)) > 1. Òîãäà, ïî Ëåììå 10.74, ìû èìååì

m ≥ lx(ωj(w(x, y, z), w(x, t, r))) ≥ 2(m− 1) + (m− 2)(k − 2) ≥ 2m− 2 > m.

Çíà÷èò, âñå ïîäñëîâà ωi(x1, x2) èìåþò åäèíè÷íóþ ñëîãîâóþ äëèíó, ò.å.

ωi(x1, x2) ≡ xαi

1 èëè ωi(x1, x2) ≡ xβi

2 . Ïî ëåììå 10.73 èìååì lx(ωj(w(x, y, z),
w(x, t, r))) ≥ m. Òàêèì îáðàçîì, â ñóììå âûøå l+1 = 1, íî ñëîâî w çàâèñèò

îò x3. Ñëåäîâàòåëüíî, m ∈ {1, 2}.
Ïîäîáíûì ñïîñîáîì óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî n ∈ {1, 2}. Îñòà¼òñÿ ëèøü êî-

íå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ñëîâà w. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé
íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íè îäèí èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

Ñëó÷àé 3: w(x, y, z) = w(x, y).
Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (10.1.18) ïðåîáðàçóåòñÿ â

w(w(x, y), w(x, t)) = w(x, w(y, t)). (10.1.23)

À çíà÷èò, R′(x, y) = (x, w(x, y)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì YBE äëÿ ëþáîé ãðóïïû

G.

Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ îáðà-

òèìûõ ýëåìåíòàðíûõ âåðáàëüíûõ ðåøåíèé TE íà ñâîáîäíûõ íåàáåëåâûõ

ãðóïïàõ. Ìû íå çíàåì, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íåýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, È. �. Êîðåïàíîâ ïîñòðîèë íåòðèâèàëüíîå îáðàòèìîå

ðåøåíèå 4-SE íà ñâîáîäíîé íåàáåëåâîé ãðóïïå.

Ïðèìåð 10.79 (È. �. Êîðåïàíîâ). Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà è

a, b � íåêîòîðûå �èêñèðîâàííûå äâà ýëåìåíòà èç G. Òîãäà îòîáðàæåíèå

(x, y, z, w) 7→ (yw−1a, xbz, w, z), x, y, z, w ∈ G,

îïðåäåëÿåò ðåøåíèå 4-SE íà G. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè a = b = 1, ýòî
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ âåðáàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 10.80. Ïóñòü R : Fn → Fn � ýíäîìîð�èçì ñâîáîäíîé

ãðóïïû çàäàííûé íà ïîðîæäàþùèõ,

R(x1, x2, . . . , xn) = (w1(x1, x2, . . . , xn), w2(x1, x2, . . . , xn), . . . , wn(x1, x2, . . . , xn)),

è ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ãðóïï. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî R çàäà¼ò óíèâåð-

ñàëüíîå âåðáàëüíîå V-ðåøåíèå n-SE, åñëè (G,R) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äëÿ

ëþáîé ãðóïïû G ∈ V. Åñëè V � ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï, ìû áó-

äåì ãîâîðèòü îá óíèâåðñàëüíûõ âåðáàëüíûõ àáåëåâûõ ðåøåíèÿõ, åñëè V
� ìíîãîîáðàçèå íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, ìû áóäåì ãîâîðèòü îá óíèâåðñàëü-

íûõ âåðáàëüíûõ íèëüïîòåíòíûõ ðåøåíèÿõ, è òàê äàëåå.
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10.2. Âåðáàëüíûå ðåøåíèÿ â àáåëåâûõ ãðóïïàõ.

×òîáû íàéòè óíèâåðñàëüíûå âåðáàëüíûå àáåëåâû ðåøåíèÿ n-SE ìîæíî

ðàññìîòðåòü ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó ðàíãà n. Âåðáàëüíûå ðåøåíèÿ n-
SE íà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå Z

n
íàõîäÿòñÿ â îäíîçíà÷íîì ñîîòâåñòâèè

ñ ëèíåéíûìè ðåøåíèÿìè íàä êîëüöîì Z. Ëþáîé ëèíåéíîå ðåøåíèå R íàä

Z ìîæåò áûòü çàïèñàííî ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû:

R(x) = Mx, x ∈ Z
n, M ∈ Mn(Z).

Ïðåäëîæåíèå 10.81. Åñëè îòîáðàæåíèå R çàäàííîå ìàòðèöåé M
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì n-SE, òîãäà îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå òðàíñïîíèðî-
âàííîé ìàòðèöåé MT

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì n-SE.

Äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé n-ñèìïëåêñîâ èçâåñòíû.

Íàïðèìåð, âñå ëèíåéíûå áèåêòèâíûå ðåøåíèÿ 2-SE, 3-SE and 4-SE ïåðå-

÷èñëåííû â [25℄. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïåðå÷èñëèòü âñå óíèâåðñàëüíûå àáå-

ëåâû ðåøåíèÿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 10.82. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà, α, β ∈ Z. Òîãäà âñå

óíèâåðñàëüíûå âåðáàëüíûå ðåøåíèÿ YBE çàäàíû ñëåäóþùèìè îòîáðàæå-

íèÿìè:

(a, b) 7→ (aα, bβ);

(a, b) 7→ (b, a);

(a, b) 7→ (aαb1−αβ , bβ);

(a, b) 7→ (aα, a1−αβbβ),

ãäå a, b ∈ G.

Ïðåäëîæåíèå 10.83. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà, α, β, γ ∈ Z. Òîãäà âñå

óíèâåðñàëüíûå âåðáàëüíûå ðåøåíèÿ TE ïîëó÷àþòñÿ ëèáî èç k-àìàëüãàì
ðåøåíèé YBE è óðàâíåíèÿ 1-ñèìïëåêñà èëè èç ñïèñêà îòîáðàæåíèé íè-

æå, ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèé èç Ïðåäëîæåíèÿ 4.11 è òðàíñïîíèðîâàíèé èç

Ïðåäëîæåíèÿ 10.81.

(a, b, c) 7→ (aα, a, a−βbcβ);

(a, b, c) 7→ (b, a, a−αbcα);

(a, b, c) 7→ (aαb1−αβcα(βγ−1), bβc1−βγ , cγ);

(a, b, c) 7→ (aαb1−αβcγ(αβ−1), bβc1−βγ , cγ);

ãäå a, b, c ∈ G.
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Ïðåäëîæåíèå 10.84. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà, α, β, γ, δ ∈ Z. Òî-

ãäà âñå óíèâåðñàëüíûå âåðáàëüíûå ðåøåíèÿ 4-SE ïîëó÷àþòñÿ ëèáî èç k-
àìàëüãàì ðåøåíèé m-SE ñ m < 4 èëè èç ñïèñêà îòîáðàæåíèé íèæå, ñ

ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèé èç Ïðåäëîæåíèÿ 4.11 è òðàíñïîíèðîâàíèé èç Ïðåä-

ëîæåíèÿ 10.81.

(a, b, c, d) 7→ (bd−1, ac, d, c);

(a, b, c, d) 7→ (bc−αdαβ−1, ac, cαd1−αβ , dβ);

(a, b, c, d) 7→ (b, a, a−αbcα, aαβ−1c1−αβdβ);

(a, b, c, d) 7→ (bc−αdαβ, acd−β, cαd1−αβ, dβ);

(a, b, c, d) 7→ (b, a, a−αbcα, aαβb−βc1−αβdβ);

(a, b, c, d) 7→ (aαbc−α, c, b, b−βcdβ);

(a, b, c, d) 7→ (aα, bcd−β, a−αbd, dβ);

(a, b, c, d) 7→ (aαbc−αdαβ, cd−β, bd, dβ);

(a, b, c, d) 7→ (aαb1−αβcγ(αβ−1)dγδ(1−αβ), bβc1−βγdδ(βγ−1), cγd1−γδ, dδ);

(a, b, c, d) 7→ (aαb1−αβcα(βγ−1)dαδ(1−βγ), bβc1−βγdδ(βγ−1), cγd1−γδ, dδ);

(a, b, c, d) 7→ (aαb1−αβcα(βγ−1)dαβ(1−γδ), bβc1−βγdβ(γδ−1), cγd1−γδ, dδ),

ãäå a, b, c, d ∈ G.

� 11. Âîïðîñû äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ

Ïîä êîíåö ìû õîòåëè áû ïðåäëîæèòü íåêîòîðûå âîïðîñû äëÿ äàëüíåé-

øåãî èçó÷åíèÿ.

1. Íàéòè âåðáàëüíûå óíèâåðñàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé n-ñèìïëåêñîâ
à êëàññå âñåõ ãðóïï.

2. Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà êîñ ñîîòâåòñâóåò YBE. Êàêèå ãðóïïû ñîîòâåò-

ñòâóþò óðàâíåíèÿì n-ñèìïëåêñîâ?

3. Â [43, 44℄ áûëè îïðåäåëåíû ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè. Ìîæíî ëè èñ-

ïîëüçîâàòü èõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ïàðàìåòðè÷åñêèõ YBE?

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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